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S I N O P S E 
Esta pesquisa e concernente ao estudo da transferência do 
calor em regime laminar, no duplo-tubo aletado longitudinalmente. 
Os problemas aqui discutidos, são os dois problemas tradi 
cionais da transferência do calor em dutos, isto é, o estudo da 
solução da equação da energia sob as condições de contorno de flu 
xo constante e de temperatura constante perifericarnente, na parede 
aletada, sob a hipótese de perfil de velocidade e de temperatura 
plenamente desenvolvidos. 
Os problemas do escoamento laminar e da transferência de 
calor, sendo problemas a valores de contorno de caráter misto, sao 
reduzidos a problemas de caráter mais simples pelo uso de equações 
integrais. O método das funções de Green é utilizado na solução de 
todos os problemas discutidos, resultando soluções analíticas fa-
cilmente computáveis. 
É estudada a influência da geometria do duto aletado sobre 
as configurações dos campos de velocidade, de temperatura e do flu 
xo local e, em função desta análise, são apresentadas algumas con 
clusões qualitativas sobre a eficiência da parede aletada. 
O desempenho do duplo-tubo, mais precisamente da parede a 
letada, e avaliado por meio de números de Nusselt apropriados, os 
quais traduzem o comportamento do duplo-tubo corno trocador campa~ 
to. 
A previsão dos parárnetros ótimos é feita a partir das cur 
vas de desempenho do duplo-tubo para vários valores da altura das 
aletas e do número das mesmas, para cada relação de raios fixa. 
Embora poucos trabalhos teóricos e experimentais sejam di~ 
poníveis na literatura especializada, os resultados aqui obtidos, 
nos casos-limite, concordam muito bem com os resultados dos traba 
lhos encontrados. 
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A B S T R A C T 
The present work deals with a theoretical study of the 
steady-state laminar flow and steady-state heat transfer in fin-
ned double-tube heat exchangers. Here, the fins are plane,straigh 
and continuous and equally spaced, fixed on the externa! surface 
of the inner tube. 
Two boundary conditions are discussed; in the first one, 
a constant and uniform heat flux is assumed to apply steadily 
over the inner tube surface and over each fin; in the second one, 
a constant peripheral temperature distribution is assumed to 
apply over the inner tube surface and each fin, while a constant 
and uniform heat flux is assumed in the longitudinal direction of 
the tube and the fins. For each case, a constant and uniform heat 
flux is assumed on the outer tube surface, 
The related boundary value problems are solved analiti-
cally, with the aid of complete Green's functions and the inverse 
method. 
The influence of the geometry on the velocity and temp~ 
rature distribution is analized in detail. 
In order to discuss and analize the finned double-tube 
performance as a compact heat exchanger, appropriate Nusselt num-
bers are defined. 
The predictions of the global and optimum performance 
are made by means of the Nusselt number curves i.e., the rela-
tionship between the Nusselt number, the boundary conditions and 
the geometric characteristics of the duct. 
Very, litle has been published on this subject in the 
related literature. However, some limiting cases of the present 
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C A P f T U L O I 
INTRODUÇÃO 
Nos últimos anos, tem havido interesse cada vez mais 
crescente no desenvolvimento e no estudo de métodos para promover 
o desempenho térmico de superfícies e dutos. Verificações experi 
mentais tem comprovado a viabilidade técnica de muitos métodos 29 • 
Todavia, dos vários métodos existentes, poucos sao viáveis econo-
micamente. Os métodos mais viáveis são: aumento da superfície pe-
lo uso de aletas, promotores de vorticidade e aletas 
de vorticidade. 
promotoras 
Dutos aletados interna e externamente, tem sido lar 
gamente utilizados no projeto de trocadores de calor compactos 20 • 
Os tipos de aletas mais comumente usados nesses dutos 
sao: aletas espiraladas descontínuas e aletas planas contínuas e 
descontínuas. A experiência demonstra que as aletas mais eficien-
tes em tubos e duplo-tubos, são aquelas que abrangem as maiores i 
reas de troca de calor 18,25 
Existem dois propósitos básicos para o uso de aletas; o 
primeiro é diminuir ou minimizar a temperatura média da perede a-
letada a partir de uma dada distribuição de fluxo térmico na par~ 
de, enquanto que o segundo, e aumentar ou maximizar o fluxo térmi 
co médio na parede aletada, a partir de uma dada distribuição de 
temperatura. 
No estudo particular de dutos, estes propósitos nao po-
dem estar desvinculados, é claro, da potência de bombeamento, is-
to é, o desempenho da parede aletada é sempre analisado em compa 
raçao com a perda de carga no duto, ocasionada pela presença das 
aletas. 
Nos dutos aletados, a presença das aletas altera a con-
figuração do escoamento e, consequentemente, a perda de carga. 
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Na realidade, o escoamento no duto aletado é acompanha-
do da produção de turbulência nas regiões de geometria abrubta e 
da supressão da turbulência nos cantos da secção do duto. No caso 
das aletas longitudinais aqui abordado, o primeiro efeito tem pa-
pel irrelevante, enquanto que o segundo efeito é dominante no ba-
lanço da quantidade de movimento. Para uma dada vazao mássica, 
quanto maior for o número de aletas, tanto maior será o atrito e, 
então, a potência de bombeamento. Por isso, as investigações no 
desempenho de dutos aletados em regime turbulento são usualmente 
conduzidas sob a condição de potência de bombeamento constante29 • 
No escoamento laminar contudo,tal critério é desnecessário, pelo 
fato de o número de Nusselt não depender do número de Reynolds p~ 
ra perfis de velocidade e de temperatura plenamente desenvolvidos. 
Sob o ponto de vista teórico, o grau de complexidade do 
problema da transferência de calor laminar depende fundamentalme~ 
te da geometria da secção transversal do duto e das condições de 
contorno. Por outro lado, o problema pode ser consideravelmente 
simpli.ficado, se forem prescritas condições de contorno periferi-
camente uniformes na parede aletada. 
As condições de fluxo ou de temperatura constante peri-
fericamente e fluxo constante longitudinalmente não são muito di-
fíceis de ocorrer na prática; estes limites entre os quais as si-
tuações reais ocorrem, além de serem tradicionalmente estudados, 
podem servir de ponto de partida para o estudo de condições de 
contorno mais gerais 3 , usando no caso linear, o princípio de su-
perposição. 
f sabido que o fenômeno da condensação ou da evaporaçao 
em uma parede espessa de boa condutibilidade térmica tende a uni-
formizar a temperatura da superfície e que, a geração elétrica ou 
nuclear de calor numa parede de espessura constante de baixa con-
dutibilidade térmica, tende a uniformizar o fluxo normal à mes-
ma. 
A hipótese de distribuição de fluxo uniforme nas aletas 
e um tanto restritiva, uma vez que, na realidade, o desempenho lo 
3 
cal da aleta depende fortemente da geometria local. Nos cantos, a 
temperatura tende a se uniformizar devido à estagnação, diminuin-
do o fluxo térmico local, enquanto que na extremidade da aleta,em 
consequência do grande gradiente de velocidade na região central 
do duto o fluxo é máximo. A hipótese de fluxo uniforme prescrito, 
por sua vez, força mais calor nas regiões de estagnação do que o-
corre na realidade. 
A hipótese de temperatura constante perifericamente t<l!!1_ 
bém é restritiva, uma vez que, pelas hipóteses tradicionalmente~ 
ceitas no estudo da transferência de calor em aletas, a temperat~ 
ra em geral, varia com o comprimento. 
Uma outra simplificação admitida no presente estudo é a 
consideração de fluxo constante longitudinalmente ao duto. Casos 
em que esta condição ocorre podem ser constatados nos reatores nu 
cleares resfriados a gás e nos trocadores de calor compactos do 
tipo duplo-tubo em contracorrente, cujas capacidades caloríficas 
dos escoamentos são idênticas. 
A hipótese de fluxo térmico constante periférica e lon 
gitudinalmente fora originalmente admitida no estudo de tubos 
aletados longitudinalmente por HU & CHANG 34. 
Além da hipótese citada, as seguintes simplificações fo 
ram admitidas: 
(i) A espessura das aletas é desprezável, isto é, as a-
letas atuam como fontes localizadas de fluxo térmi-
co. 
(ii) A distribuição de fluxo térmico uniforme nas aletas 
e da ordem da distribuição de fluxo na parede orig~ 
na!. 
(iii) Os efeitos da dissipação viscosa da equaçao da ener 
gia são desprezáveis. 
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Sob estas hipóteses, os resultados daquele trabalho con 
cardaram muito bem com os resultados teóricos e experimentais cor 
relatos. 
Ao que parece, nenhum estudo teórico tem sido feito, p~ 
ra analisar a transferência de calor laminar no duplo-tubo aleta-
do. Adicionalmente, nenhuma informação experimental tem sido for-
necida com relação à influência do número de aletas e altura das 
mesmas, sobre o desempenho do duplo-tubo aletado na transferência 
de calor no regime laminar. 
No caso específico de duplo-tubos aletados longitudinal 
mente, algumas pesquisas experimentais foram realizadas, especial 
mente no caso particular de a altura das aletas ser igual à dife-
rença dos raios dos tubos 19,25,29. 
o presente trabalho tem por objetivo, estudar teorica -
mente a transferência de calor laminar no duplo-tubo aletado lon-
gitudinalmente, admitindo-se, além das hipóteses de [34], uma di~ 
tribuição de fluxo externo uniforme, periférica e longitudinalmeg 
te. 
Adicionalmente, será examinada a condição de temperatu-
ra constante perifericamente, com fluxo constante no sentido lon-
gitudinal da parede aletada, admitindo-se também uma distribuição 
uniforme de fluxo no tubo externo, no sentido periférico e longi-
tudinal. Esta segunda etapa, tem por propósito, examinar a influ 
ência da natureza da condição de contorno no desempenho da parede 
aletada. 
O objetivo básico de [34], foi determinar relações geo-
métricas na parede aletada, que maximizassem o número de Nusselt 
com base no diàmetro nominal. Os resultados daquela pesquisa pos-
sibilitaram uma previsão das características ótimas do tubo aleta 
do, tais como, altura das aletas e número de aletas. Na presente 
análise, espera-se que exista algumas relações entre a altura das 
aletas e número de aletas, que maximizem o número de Nusselt, tan 
to para a condição de contorno de fluxo constante periférica e 
longitudinalmente, quanto para a condição de temperatura constan-
te perifericamente e fluxo constante no sentido longitudinal na 
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parede aletada. 
Devido a crescente aplicação de dutos aletados nos pro-
jetos de trocadores de calor na área de engenharia nuclear, par-
ticular atenção será dedicada ao efeito produzido pela geração de 
calor no fluido sobre o número de Nusselt e sobre os parâmetros 
Ótimos da parede aletada. 
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CAP f TU LO II 
REVISÃO DA LITERATURA 
Um dos primeiros estudos teóricos do escoamento e da 
transferência de calor laminar em dutos foi feita por ECKERT, et. 
Al. 3 . As soluções dos problemas da transferência do calor em [3] 
foram obtidas pela analogia da placa, a qual, foi originalmente 
formulada por MARCO & HAN 2 • Em [3], foi analisada a influência 
da geometria do duto sobre o número de Nusselt, para o caso part! 
cular de secçao transversal em forma de um setor circular. Os re-
sultados mais relevantes daquele trabalho são os seguintes: 
As condições de contorno de fluxo e de temperatura cons 
tante perifericamente, com o fluxo constante no sentido longitu-
dinal do duto resultam, com base no diâmetro hidráulico, números 
de Nusselt diferentes do número de Nusselt correspondentes ao du-
to circular; o produto do fator de atrito pelo número de Reynolds 
baseado no diâmetro hidráulico difere do produto correspondente 
ao duto circular; o número-de Nusselt e o produto do fator de a-
trito pelo número de Reynolds são funções essencialmente da geom~ 
triado duto. 
Os resultados de [3J foram posteriormente verificados 
experimentalmente por ECKERT & IRVINE 6 , onde foram feitos estu-
dos sobre a perda de carga no regime laminar e turbulento e sobre 
a transferência de calor no regime turbulento. Os resultados de 
[6] foram limitados a um duto com secção transversal em forma de 
triângulo isósceles, cuja amplitude do ângulo de ápice permite 
comparar esta secçao com um setor de círculo. Na transferência de 
calor em [6], a presença da sub-camada laminar faz sentir seus 
efeitos; para a condição de fluxo constante na parede, foi verifi 
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cado que, no regime turbulento, os padrões de distribuição de tem 
peratura e de fluxo local na parede, se assemelham aos padrões res 
pectivos associados ao regime laminar em [3]. 
Posteriormente, CARLSON & IRVINE 7 , num programa experi 
mental, levantaram as características da 
ângulos 
perda de 
de ápice de secção triangular para vários 
secção. Além da concordância dos resultados com 
carga de dutos 
do triângulo da 
outros trabalhos 
na área, verificou-se que os resultados referentes ao regime lami 
nar concordam razoavelmente com [3]. Resultados e conclusões anã 
logas, para dutos de secção retangular podem ser encontrados em 
[ 9 J . 
As pesquisas experimentais sobre a convecçao forçada em 
dutos geralmente tem sido conduzidas no regime turbulento. O estu 
do experimental da convecção forçada laminar em dutos apresenta 
grandes dificuldades, principalmente devido ao fato de existir na 
quele regime, considerável influência da convecção natural, como 
foi verificado experimentalmente por BERGLES & SIMONDS 27 • Uma anã 
lise teórica do problema, para dutos circulares horizontais, pode 
ser vista em [50], cujos resultados concordam consideravelmentel:en 
com dados experimentais. 
Até a presente data, parece nao existir nenhum trabalho 
ou informação experimental que permita avaliar a influência da con 
vecção natural sobre a convecçao forçada laminar em dutos aleta-
dos, apesar de haver um razoável número de resultados experimen-
tais relativos ao regime turbulento para tubos e duplo-tubos aleta 
dos com vários tipos de aletas. 
Pelo que parece, a primeira preocupaçao de estudar teori 
camente a perda de carga em duplo-tubos aletados foi de SPARROW, 
et. Al. 15 , onde considerou-se o caso particular em que as aletas 
sao planas, contínuas e longitudinais, cujas alturas são iguais a 
diferença dos raios dos tubos. Na solução do problema do escoamen-
to laminar plenamente desenvolvido em [15], utilizou-se o método 
de separação de variáveis. Naquele trabalho concluiu-se basicamen-
te que, o produto do fator de atrito pelo número de Reynolds basea 
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do no diâmetro hidráulico, difere em geral do produto correspondeg 
te ao duto circular. 
Um dos primeiros trabalhos experimentais na área detran~ 
ferência do calor em regime turbulento em dutos aletados, foi fei-
to por HILDING & COOGAN18 , onde foram examinados tubos e duplos-
tubos aletados com aletas espiraladas e com aletas planas e long! 
tudinais. 
O que se pode afirmar de [18] é que baseando o coeficien 
te médio de transferência do calor na área nominal da superfície 
de troca de calor, os melhores resultados são obtidos para aletas 
de maiores alturas, isto é, para as maiores áreas da superfície ex 
tendida. 
Um trabalho completo sobre os métodos de melhoria da 
transferência do calor em superfícies e dutos foi feito por BER 
GLES 25 , onde a performance das geometrias analisadas em [18] e 
considerada como sendo das melhores, dentre os métodos gerais de 
senvolvidos para promover a transferência de calor em superfícies 
e dutos. 
Ao lado dessas pesquisas, o problema da transferência de 
calor laminar em duplo-tubos aletados longitudinalmente parece não 
ter sido analisado teoricamente. O primeiro estudo teórico da trans 
ferência de calor laminar em tubos aletados longitudinalmente, foi 
realizado por HU & CHANG 34 • Os resultados obtidos em [34] corrob~ 
ram, em termos gerais, às conclusões de BERGLES,et. Al. 29 • O méto 
do de abordagem utilizado em [34] foi o método das funções de Gre 
en, em conjunção com uma aplicação parcial do método inverso. 
Os fundamentos do método inverso são formulados em [10] 
e [11] e, uma das primeiras aplicações na transferência de calor 
não-estacionária é apresentada em [19]. A eficiências das funções 
de Green fundamentais, na solução de problemas de condução de ca-
lor não-estacionário em meios anisotrópicos, usando o método inver 
so, foi avaliada em [35]. 
Recentemente, MALISKA 46 , examinou o problema da transfe 
9 
rência de calor laminar no duplo-tubo aletado com a geometria dis 
cutida em [15], fazendo uso das funções de Green e do método dire 
to. 
Em [46], o método das funções de Green completas foi uti 
lizado tanto na solução do problema do escoamento laminar quanto 
na solução do problema da transferência de calor, sob a condição 
de contorno de fluxo constante periférica e longitudinalmente na 
parede aletada e fluxo constante no tubo externo. 
Os resultados de [46] referentes a perda de carga concoE 
dam com os resultados de [15] e no limite, quando o raio interno 
tende a zero, os resultados da transferência de calor concordam 
com os resultados de [3]. 
O método das funções de Green completa e o método inver 
so foi utilizado em [47], para o estudo da transferência do calor 
laminar no duplo-tubo aletado longitudinalmente, submetido a um 
fluxo constante nas aletas e no tubo interno e fluxo nulo no tubo 
externo. Enquanto que em [46] a altura das aletas é igual a dife 
rença dos raios dos tubos, em [47], a altura das aletas e menor 
que, ou igual a diferença dos raios dos tubos; particularidade e~ 
saque exige na solução dos problemas a valores de contorno asso-
ciados, o uso do método inverso. A análise de [47] será apresenta-
da nos capítulos III e IV, como partes integrantes do presente es 
tudo. 
Apesar das vantagens oferecidas pelas aletas espirais e 
planas, descontínuas e contínuas, poucas pesquisas teóricas tem a 
parecido na literatura especializada até o presente momento. Mesmo 
para os casos mais simples, a redução dos problemas é acompanhada 
de grande complexidade. 
A rigor, o estudo do duto aletado deveria ser feito, le 
vando-se em conta dois problemas a valores de contorno acoplados; 
o primeiro, é referido a condução na parede aletada e o segundo é 
referido a transferência de calor laminar por convecção. Mesmo ad 
mitindo-se as hipóteses tradicionais da teoria das aletas as quais 
já são restritivas 32 , a complexidade do problema implica pelo me 
10 
nos no uso de um método interativo, devido a relação do coeficien-
te médio de transferência do calor com a temperatura média de mis 
tura do escoamento. Uma tentativa, a qual parece ter sido bem suce 
dida na otimização de paredes verticais aletadas sob convecção na 
tural, é relatada em [28], onde foi usado um método de análise se 
mi-empírico. Uma outra estimativa dos parâmetros ótimos em par~ 
des verticais sob convecção natural aparece em [33]. 
Talvez um método de aproximações sucessivas utilizando 
um método análogo ao de [28], acoplado â teoria da transferência 
de calor laminar em dutos possa ser desenvolvido, para estudar ma 
is realisticamente a convecção forçada laminar em dutos aletados 
longitudinalmente. 
Contudo, o objetivo deste trabalho nao é basicamente es 
tudar as aletas, mas sim, o efeito das aletas como elementos prom~ 
tores de área de troca de calor, para uma certa condição de contoE 
no fixada a priori, sem onerar com isto, a areada secção transveE 
sal do duto em questão, a exemplo do que foi feito em [34]. 
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CAP f TU LO III 
O PROBLEMA DO ESCOAMENTO LAMINAR 
III.l - Equação do Movimento e Condições de Contorno 
O escoamento laminar de um fluido Newtoniano incompress! 
vel é descrito pela equação de Navier-Stokes. Na região de entrada 
de dutos, tal equação tem caráter não-linear, em virtude dos ter 
mos de inércia das componentes transversais da quantidade de movi 
mento. Em pontos suficientemente afastados dessa região porém, tal 
termo é suprimido, em virtude da anulação de tais componentes do 
movimento. A equação de Navier-Stokes nesses pontos tem caráter li 
near, e a dificuldade da resolução desta, é função somente da ge2 
metria da secção transversal do duto. 
Por outro lado, o escoamento laminar nao isotérmico em 
dutos, na realidade, é grandemente influenciado pelos efeitos da 
convecçao natural, devido a dependéncia das propriedades físicas 
do fluido com a temperatura 27 • Na presente análise, contudo, tais 
efeitos não serão considerados devido a complexidade matemática do 
problema e também devido a falta de evidências, de que a convecção 
natural exerça tal influência na convecção forçada laminar em du 
tos aletados. 
Pelo que foi dito, vamos admitir as seguintes hipóteses: 
a) o fluido é Newtoniano e incompressível com propriedades físi 
cas constantes. 
b) O escoamento é laminar, estacionário e plenamente desenvolvi 
do. 




d) O duto é constituido de paredes polidas, paredes cilíndricas 
e circulares, com aletas planas longitudinais e contínuas, 
cujas espessuras são desprezáveis, sendo tais aletas 
mente espaçadas e fixadas na superfície externa do 




A equaçao de Navier-Stokes para um fluido incompressível 
tem a seguinte forma vetorial: 
* 
p [ª~ + (grad v~ v*] = - grad p* + µV 2y' at - - (III-1) 
e a equaçao da continuidade tem a forma: 
div ,/ = O (III-2) 
onde, 
* v = campo de velocidade 
p = massa específica do fluido 
)J = viscosidade do fluido 
* -p = pressao estática do fluido 
com 
a eq. (III-2), em coordenadas cilíndricas circulares (r*, 0, x*), 
adquirem as formas escalares seguintes: 
A eq. (III-1) , para o caso estacionário, juntamente 
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ve* avr * avr * ve*
2 
. av * ap* [ª 1 a 
p(- + vx * --+v *--r-)=---+µ - (- --· 
r* ae a x* r* r clr* ar* r* r* ar* 
1 a 2v * 2 av8 * a
2
vr] (r* V *)) + r + (III-3) - --r r*2 ae 2 r*2 ae ax* 2 
ave* Ve* ave* vr*ve* ave* 1 ap* 
p(vr * + + + V * --) = + 
ar* r* ae r* 
X ax* r* ae 
[- a 1 a 1 32ve* .2 avr * a 2ve *] 
+ µ --(-- --(r* Ve*)) + + -- --+ 
ar* . r* ar* r*2 ae 2 r*2 ae ax* 2 
(III-4) 
avx * ve * avx * avx * .ap* 
[ :. a p(vr * + --+ Vx * --) = + µ ar* r* ae ax* ax* ar* 
avx * 1 a2vx* a.2vx .-, 
(r* --) + + (III-5) 
ar* r*2 ae 2 ax• 2J 
e, 
l a l ave * .avx * 
(r* V *) + --+ = o (III-6) r 
r* 3r* r* ae ax* 
No escoamento plenamente desenvolvido, para o caso de um 
duto reto, o transporte de massa nas direções radial e tangencial 
é nulo, isto e, vr* = ve* = O . Segue-se das equações (III-3) 
(III-6) que, 
aP* 
= o (III-7) 
ar* 
ap* 




p V * = X 
ax* 












a avx * 
(r* --) 
ar* ar* 
Destas equaçoes segue-se que, 
com a 
Vx * = 




í/2v * = - --x 
µ dx* 
condições de contorno 
hipótese (d) (vide figuras 
o ; r = r·* - 0o/2 < l. ., 
o r = re * ; - 0 0 /2 < 
o ; ri* < r* < ra* 0 = = 
associadas 
(III-1) e 
0 < = eo/2 
0 < 0 0/2 
= + 0o/2 
l a 2vx* 2 
+ 




ao problema, de acor 




Pela simetria do escoamento relativamente as linhas de 
prolongamento das aletas tem-se, adicionalmente, 
av * X 
= o 0 = + 0o/2 (III-15) 
ae 
Como é conveniente e também usual 34 
as seguintes quantidades adimensionais: 









~=- \ ~;~=--~- -~· ...... -. -·--· --· -+-· --
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Os parâmetros adimensionais correspondentes serao, 
ri= ri*/re* = relação dos raios dos tubos 
ra = ra*lre* = raio adimensional na extremidade das aletas 
L = (r * - r. *) / ( r * - r. *) ~ altura adimensional da aleta. a 1. e 1 
Com estas definições podemos escrever o que segue: 
1;' 2 U = -1 , para todo (r, 8) E: D (III-16) 
D= {(r, 8) E R2 1 ri á r á 1 - 80/2 á 0 á 80/2} 
u = o ; r = ri - 80/2 < 8 < 80/2 (III-17) = = 
u = o r = 1 - 80/2 < 8 
= á 80/2 
(III-18) 
u = o r· i < r < ra ; 8 = + 80/2 (III-19) 
au 
= o ra < r < 1 ; 8 = + 80/2 (III-20) 
a0 = = 
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-As equaçoes (III-16)-(III-20) definem um problema a valo 
res de contorno do tipo misto na região D considerada. 
Este problema pode ser transformado num problema de Di-
richlet de fácil solução, desde que se conheça a velocidade 
no intervalo [ra, 1] para 0 = ± 0o/2 
U (r) 
Dois são os procedimentos básicos de solução dos proble-
mas (III-16)-(III-20): o primeiro procedimento, seria a aplicação 
do método inverso, no cálculo das derivadas normais deu na fron-
teira an , admitindo-se a condição de contorno (III-20), fazendo 
uso de urna função de Green apropriada, mais precisamente da fun-
çao de Green para o problema de Neurnann. Urna vez conhecida a dis 
tribuição da derivada, calcularíamos o fator de atrito e o campo 
de velocidade. 
Um outro procedimento, o qual parece bastante apropriado 
para este tipo de problema, e o procedimento utilizado em [34], i~ 
to é, a redução do problema a um problema de Dirichlet, corno foi 
observado anteriormente. Esta redução é também urna aplicação do rn~ 
todo inverso, mas somente ao cálculo de U no intervalo [ra, lJ, 
corno será visto adiante. 
III. 2 - Solução do Problema pelo Método da Função de Green 
Seja g(r, 0[r', 0') a função de Green do problema de 
Dirichlet associado a equação (III-16). A solução de (III-16) 
(III-20) (vide apêndice A) é da forma: 








. ~~ (r, 0[r', 0o/2) -
a0' ae' 





A aplicação da condição (III-20) nos dá uma equaçao inte 
gral de Fredholm homogênea de primeira espécie, da forma, 
onde, 
e, 








0o/2 f 1 ag 
(r, 0 0/21 r' ,0'} r'dr'd0' 










A dificuldade da solução do problema (III-16)-(III-20}, 
reduz-se somente a solução da equação integral (III-22). 
III.3 - Solução da Equação Integral 
As derivadas parciais da função de Green são ,descontínuas 
para 0 = 0' espera-se portanto, que alguma singularidade ocoE 
ra no núcleo da equação (III-22). Adicionalmente, a série represe~ 
tativa de g não é apropriada para representar as segundas deriv~ 
das de g em (III-24). g necessário portanto, determinar uma for 
ma inteira para a função de Green que permita em Última análise 
o cálculo de K(r, r'}. 
A função de Green expandida em auto-funções de 0, para 
a região D aqui considerada é a seguinte (vide apêndice A}: 
g (r, 81 r' , 8' ) 
-mn/2] - (r/ril sen 
1 
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(r 1 -mn/2 
(r. -mn/2 
1 
- mn (8 + 8 0/2) sen 
2 
para r < r' , onde 80 = 2rr/m; e 
m = número de aletas (número par). 
1 
- mn (8' + 80/2) 
2 
(III-25) 
Desde que se faça r < r' , os cálculos de (III-22) p~ 
dem ser efetuados com apenas um ramo para g, precisamente aq~ele 
correspondente a eq. (III-25). 
Isto pode ser justificado pelo fato de a derivada 
1
1 





poder ser calculada com apenas uma integração; a integração de 
K(r, r'), para r < r'. 
Uma soma de funçoes inteiras para a função g pode ser 
obtida, notando-se que o denominador de (III-25) pode ser expandi-




~ 2p+l mn/2 
~ (ri ) ; 
p=O 
Substituindo esta expansao em (III-25), e os senos daqu~ 
la expressao por cosenos, resulta a expansao, 
g(r, 8[r', 8') = 1 
00 
LL 
2rr p=O n=l 
00 
1 ( mn/2 mn/2 mn/2 mn/2) 
a 1 - ª2 - a 3 + a4 n 
1 1 
• [cos 2 mn (8 - 8') - cos 2 mn (8 + 8' + 8ol] (III-27) 
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onde, para r < r' ; 
ª1 = rr.
2P/r' < 1 
i 
a2 = rr'r· 2P i < 1 
ªª = 
ri2p+2/rr' < 1 e 
ª" = 
r'ri2p+2;r < 1 
Pela identidade complexa, 
00 
1 1 L an cos n 130 = ln (1 + ª2 - 2a cos 130 ) 
n=l n 2 
a < 1 , 





g(r, 0[r', 0') = 
.1 
4 rr L p=O ( -y l 1 + y 1 2 + y 2 1 - y 2 2 + y 3 1 
(III-28) 
[ 
rn rn/2 rn 
Yk 2 = ln 1 + ªk - 2ak cos 2 (0 + 0' +0 0 )]. 










rn/2 / (l rn/2)2 
ªk - ªk ; 





/2 = 2 
a 2Yk2 m2 
aeae' le=-e'=ea/2 = - 2 
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Pela eq. (III-24), por (III-26) e pelas derivadas calcu-





L [a1m/2 (1 + ªim/2)/(1 - ªiml2 
p=O 
(III-29) 












,m 2p+2 m l} 
__ r __ +_(_r_'_r~1-· ---'-
1
. 
(rm _ (r'r·2p+2)m)2 
1 
m 
( rr ) . . + . (ri . .l 
[ 
, m 2p+2 m 
(III-30) 
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Para o cálculo da função f(r) , é mais conveniente uti-
lizar uma expansao parcial em r para g , no lugar da expansão 
(III-25). Para .- D aqui considerada, função de Green a regi.ao a 
expandida em r tem os seguintes ramos (vide apêndice A) : 
e, 
< -- 2 ~ 1 g (r , e I r ' , e ' l L....., 
1f n=l n 
senh etn(8+8o/2) 
senh (etn8o/2) 
para e< 8' 
senh an(8'+8o/2) 
(III-31) 
g> (r,Glr' ,8') . senh etn(G-8 0/2) 
senh (etn 80/2) 
para e> 8' 
Ctn = n7f/ln r ~n (r) = sen (an ln r/r ) 
f (r) 
Por (III-23), (III-31) e (III-32), temos: 
= 27[ j 1 [ / e 
m2 ri -Go/2 










de onde resulta a equaçao, 
f (r) 
00 
= (47r/m2 ln ri) L 
n=l 
. (ri 2 - CO.S. n7f) 
(4 + Ctn 2 l 
tgh(an 80/2) . <Pn(r) 
(III-34) 
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Pelo critério da integral e pelo teorema de Weierstrass12 
a seguinte estimativa do número de termos de f(r) pode ser ava 
liada: 
M > 
O erro relativo de aproximação para f(r) f O sera en-
tão, 
ri (r) = E / f (r) 
Durante os cálculos, a função f(r) 




Pela equação (III-26) é fácil de ver que a função m2 f(r) 
/2~ e a própria derivada normal as aletas, do campo de velocida-
de para o caso particular de L = 1; este fato permite avaliar 
qualitativamente o comportamento de f(r) em função da geometria 
do duto em questão. 
Uma boa aproximação numérica da solução da eq. (III-22) 
pode ser obtida a partir da transformação de tal equação num siste 
ma de equações algébricas lineares 34 • 
Se dividirmos o intervalo [ra, l] em N sub-intervalos 
iguais de comprimento ~rj = (1 - ral / N, a derivada normal PQ 
de ser aproximada pela seguinte equaçao: 
m2 
au 





U (r j) K (r, r') dr' (III-35) 
com r < r' 
tervalo; 
onde, rj = raio do ponto central do j-ésimo sub-in-
r· J 
e U(rj) e o valor da velocidade U em rj , suposta 





r2 íj r i•I r 
Fig. (III-3) 
A equaçao (III-35) foi obtida da equaçao (III-26), pela 
aplicação do teorema do valor médio. 
No intervalo [ra, 1] , a condição (III-20) aplicada a 
cada ponto rk, k = 1,2, .•• N, conduz ao seguinte sistema linear: 
onde, 
N 
L Akj tJ(rk) = f(rjl 
j=l 
; j,k=l,2, ..• N 




Os coeficientes Akj sao calculados facilmente, levan-
do-se em conta que as integrais presentes em (III-37) são do tipo, 
2 1 :j+ (ar')m+ (br) m dr'm/2 I = . 
m r· ( (ar' ) m (br)m)2 
J 
onde a e b sao constantes. 
Akj = 
24 




m (ar' )m - (br)m 
Em consequência, 
00 
2 (rr, 1m/2 L 
m p=O 
1 - (r:r'ri 2plm] 
a forma 






final dos Akj e, 
{[(r'ri2p~m m - rk 
[(ri 2p+ 2) m 1 - (rkr') m 
(III-38) 
Devido ao fato de a série de potência presente nesta 
equação apresentar grande velocidade de convergência, seu cálculo 
justifica o uso em geral de apenas dez termos. 
III.4 - Campo de Velocidade e Velocidade Média 
Usando a função de Green expressa pela expansao (III-31) 
-(III-32), o campo de velocidade pode ser facilmente obtido da so 
lução (III-21); mais precisamente, 
u (r ,0) 1
0o/2 
g<(r, elr',e'J de'+ g>(r,elr',e'J 
e 
.de' J 11 ·[ª < r'dr' - U(r') ~ (r, elr', 0o/2) r ae a 
25 
' ae 
(r, elr', -0 0/2)] 
dr' 
r' 
Efetuando os cálculos indicados acima, chega-se a equ~ 
çao, 
"' 




ri 2 ) (4 +an 2) An = (cos n'TT - / 
n'TT 




Cn = U(r) c/>n (r) 
ln ri ra r 
(III-40) 
Os coeficientes de Fourier Cn 
dos numericamente através dos valores de 
em (III-40), sao calcula 
Uj = U(rj), obtidos da 
solução do sistema linear (III-36). O processo de cálculo consiste 
no ajuste de parábolas de três em três pontos no intervalo [ra, l] 
e em seguida, na integração das áreas sob essas curvas (vide figu-
ra (III-3)). 
Cnj 


















r·-llr· J J 
onde os coeficientes ªkj , k = 1, 2, 3 
te das curvas de três em três pontos. 
-sao calculados pelo ajus-
Este procedimento de cálculo é bastante eficiente na re 
presentação do campo de velocidade, como será visto no 
VI. 
capítulo 
A velocidade média do escoamento, parâmetro usado no cál 
culo da perda de carga do duto, é obtida analiticamente pela equ~ 












A= área da região D= 0o(l - ri 2 ) / 2 
Efetuando os cálculos indicados em (III-41) resulta, 
4 
00 
L Dn [An 0o/2 - Bn tgh (an 0 0 /2)/anJ 
n=l (III-42) 
O comportamento da distribuição de velocidade no duto e 
apropriadamente avaliado pela 
por definição das quantidades 
representação do campo 




Alguns padrões dessa distribuição são apresentados no Capítulo VI. 
III. 5 - Condição de Neumahn 
Uma verificação da solução deste problema pode ser feita 
através da condição de Neumann a qual, a solução exata de um pro-
blema de Oirichlet deve obedecer; essa condição é expressa pela e 
quaçao, 
{ V2 udA = 1~ ds aQ (III-43) 
ao 
Por (III-16), vem, 
~O 
au 0o 
ds = - A ; A = (1 - ri 2) 
3n 2 
O desvio desta condição devido a aproximação numérica, 



















an ds J (III-44) 
eo/2 ra 
; 
au J au 
ride+ ~, de+ . ae\ 
o a 1 ri Go/2 
(III-45) 
Calculando as derivadas constantes de (III-45) e substi 




4 L (An - Cnl tgh (an 0o/2) 
0o(l-ri 2 l n=l 
[cos (an ln ra/ril - cos nrr] (III-46) 
Este resíduo é resultante unicamente da aproximação da 
solução da equação integral, uma vez que, para ra = 1 e:= O 
Para efeito de análise da sensibilidade de 
substituídos em (III-46), coeficientes Cn diferentes 
e: , foram 
daqueles 
coeficientes correspondentes a solução do problema; como exemplo, 
para m = 8 , substituiu-se na equaçao (III-46) os coeficientes p~ 
ra m = 4, 12, 16 e 32; os resultados podem ser vistos no capít~ 
lo VI. 
III. 6 - Perda de Carga 
Para o escoamento laminar, o fator de atrito f é rela-
cionado com as características geométricas do duto e com a veloci-
dade média pela equação abaixo 22 
f. Renh = Dh
2 
/ 2 Um (III-4 7) 
onde, 
Dh = diâmetro hidráulico= 4A/S 
onde S e o perímetro da interface sólido-fluido; 
e 
Dh = 2 / (1 / (1-ril + L / (0o(l+ril / 2)) 
Renh = número de Reynolds baseado no diámetro hidráulico 
= Um* Dh* / V 
Dh* = re* Dh ; V = µ/p 
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Uma forma mais conveniente para representar geometrica-
mente o produto do fator de atrito pelo número de Reynolds é a se 
guinte: 
f . ReDe (De/ Dh) = 2/um (III-48) 
onde, 
De = diâmetro externo = 2 
e 
As curvas representadas pela eq. (III-48) tem melhor ca 
3 ~ 
rater monotônico que as curvas correspondentes a eq. (III-47) 
As equações (III-47) e (III-48) exprimem claramente o 
dato de que, o produto do fator de atrito pelo número de Reynolds, 
depende somente das características geométricas do duto. 
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CAP f TU LO IV 
TRANSFERÊNCIA DE CALOR PARA FLUXO PRESCRITO 
IV.l - O Problema da Transferência de Calor ha Parede A1etada 
A consideração de que a viscosidade do fluido ê constan 
te e por isto, independente da temperatura, no caso do escoamen-
to laminar, implica no desacoplamento do sistema de equações dif~ 
renciais parciais constituido das equações da continuidade, do mo 
vimento e da energia. Em outras palavras, a distribuição de temp~ 
ratura na região em consideração é função essencialmente do tipo 
de condição de contorno prescrita e da geometria da secção trans 
versal do duto. Devido a este fato, é conveniente que se examine 
o comportamento da transferência de calor na parede aletada, para 
cada condição de contorno separadamente. 
Neste capítulo vamos examinar o problema do fluxo pres-
crito na parede aletada, admitindo as hipóteses do capítulo III e 
adicionalmente as seguintes hipóteses: 
a) Perfil de temperatura plenamente desenvolvido. 
b) Distribuição de fluxo uniforme nas aletas, nos tubos inter-
no e externo nos sentidos periférico e longitudinal. 
Para perfil plenamente desenvolvido na ausência de con 
dução axial de calor, a equação da energia expressa em coordena-























calor específico do fluido a pressao constante 





geração de calor no fluido por unidade de volume e 
função dissipação viscosa, cuja equação é, 
= )J [ (-1-
r* 
au* 2 au* 2 ] 
-) + (-) 
ae ar* 
(IV-2) 
Na comparaçao do desempenho do duplo-tubo aletado com o 
desempenho do duplo-tubo não-aletado de mesma relação de raios ri* 
/re*, faz-se necessária a escolha de uma referência 
a referência, neste caso, e o fluxo total na parede 
o qual tem valor fixo com L* em. 
de comparação; 
. * aletada Q1 , 
t conveniente definir o fluxo médio de referência qr*, 
em função do fluxo total na parede aletada Oi* 
guinte: 
pela equação se 
(IV-3) 
Em outras palavras, qr* é o fluxo térmico médio na p~ 
rede aletada de raio ri* 
Sejam as seguintes distribuições de fluxo térmico: 
qa* = fluxo térmico uniforme nas aletas; 
qi* = fluxo térmico uniforme no tubo interno; e 
qe* = fluxo térmico médio uniforme no tubo externo. 
Um balanço térmico na parede aletada relaciona 
* e qa pela expressao, 
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(IV-4) 
As seguintes quantidades adimensionais sao úteis no cál 
culo: 
Si qi* / * (IV-5) = qr ; 
Sa = qa * / qr * (IV-6) ; 
Se = qe * / qr * ; (IV-7) 
Wa = Sa / Si ; (IV-8) 
We 21T * * / Qi* (IV-9) = re qe ; 
onde, 
Wa = fração de fluxo nas aletas e, 
We = fração de fluxo total no tubo externo. 
Pela lei de Fourier, as condições de contorno associa-















r* = r·* 1 
e = ±.eo/2 
r = re * 
-0o/2 ~ 0 ~ 0;72 (IV-10) 
* r* * r· < < ra (IV-11) 1 
; -0o/2 ~ e ~ 0 0 /2 (IV-12) 
A igualdade dos fluxos das aletas nos permite ainda es 
crever a condição de simetria, 





A condição (a) de perfil plenamente desenvolvido, nos 
permite escrever o que segue: 
T* - Tb* 
(-----
Tf*.., Tb* 
= o (IV-14) 
onde Tf* e a temperatura média na parede aletada aDa definida 
por, 
1 
= f T* ds* 
ªºª 
onde sa* = perímetro da parede aletada 
; (IV-15) 
e Tb* é a temperatura média de mistura na secçao D defini-
da por, 
* 
1 f_ T* dA* Tb = u* (IV-16) 
Um * A* D 
A* = área da secçao transversal do duto. 
A condição (IV-14), juntamente com a condição (b) , nos 
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permite escrever as seguintes igualdades (vide apêndice B): 
= = 
ax* dx* dx* 
(IV-17) 
t conveniente neste ponto introduzir as seguintes va-
riáveis adimensionais: 
r* I * r = re (IV-18) 
dp * *2 * I re I \1 u = -u 
dx * 
(IV-19) 
T (T* Tm *) I (qr * * / k) = - re (IV-20) 
onde, 
Tm = temperatura média na secçao transversal do duto. 
Como consequência de (IV-17) - (IV-20) , as equações (IV-1) 
e (IV-2) adquirem as formas, 
V2T 
onde, 
C1 = pCp re 
C2 = re *3 
= 
= - e u - c2 1 q, - À (IV-21) 
dp* dTb * *3 * I µqr ; 
dx* dx* 
dp* 2 * ) I µqr dx* 












As condições de contorno adimensionais, associadas a e 
quaçao (IV-21), por (IV-10)-(IV-13) serao, 
aT 
= Si ; r = r· -00/2 < 8 < 80/2 
ar 1 
(IV-23) 
1 :lT + 80/2 = 13 a 8 = ; r· < r < ra 
r a0 1 
(IV-24) 
= ; r = 1 -80/2 < 8 < 80/2 (IV-25) 
onde, por (IV-4)-(IV-6) vem, 
(IV-26) 
e, por (IV-7) e (IV-9) tem-se, 
(IV-27) 
As equaçoes (IV-21)-(IV-25) caracterizam wn problema de 
Newnann, o qual, para ser consistente, deve obedecer a condição 
de Newnann como segue: 
dS = (IV-28) 
Devido a existência da simetria relativamente a reta 
8 = O , a região D em análise pode ser o semi-setor da figura 
(IV-1); 
D = { (r, 8) E R2 1 ri < r ~ 1 ; o < 8 < 0 o/2} ; = 
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As condições de contorno neste caso são do tipo, 
aT 
= s . r = r· o < 8 á 80/2 (IV-29) ar ]_ l 
aT 
Se = ; r = 1 o < 8 ~ 80/2 (IV-30) ar 
aT 
8 -- = o ; = o ; r· < r á 1 (IV-31) a0 l = 
e, 
1 aT 
ªª 8 80/2 (IV-32) = = r· < r < ra r a0 l = 
A condição de consistência (IV-28), envolvendo os para-
metros C1 , C 2 e À em consequência, é expressa pela equação, 
/ 
80/2 f 1 
C2 ~ rdrde} / (um(l-ri 2 ) 8 0 /4) 
O r· l 
onde C2 e À sao parâmetros a especificar. 
(IV-33) 
O problema (IV-21), (IV-29)-(IV-33) tem solução Única a 
menos de uma constante arbitrária (vide apêndice A), a qual pode 
ser determinada pela condição, 
f Go/2 f 1 
o r· l 
T r dr d0 = o (IV-34) 
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A condição (IV-33) poderia ser modificada em função da 
escolha da variável adimensional para representar a temperatura, 
como pode ser visto no apêndice B. A escolha da definição (IV-20) 
por outro lado, é a mais apropriada pelo fato de as condições de 
contorno adimensionais (IV-29)-(IV-30) e (IV-32) significarem, 
neste caso, frações de fluxo relativas ao fluxo de referência qr*· 
A formulação do problema da transferência de calor ex-
posta nesta secçao, além de ter como objetivo a análise do desem 
penho do duplo-tubo para vários valores de m, L e ri , tem como 
objetivo adicional, a previsão dos parâmetros ótimos do trocado4 
sob a condição de que a relação entre o fluxo térmico total no tu 
bo externo e o fluxo térmico total na parede aletada seja consta~ 
te. Apesa~ de na prática We ser nulo, este parâmetro será in-
cluído na solução do problema, tanto para que a influência do flu 
xo externo sobre o desempenho da parede aletada possa ser analis~ 
da, quanto para que a presente análise possa ser comparada com re 
ferências correlatas, para valores particulares de We. 
IV. 2 - Solução do Problema pelo Método da Função de Green Modi-
ficada. 
O método da função de Green parece ser o método mais a 
propriado para resolver o problema a valores de contorno (IV-21), 
(IV-29)-(IV-32). 
A solução deste problema tem para equaçao 
ce A) a expressão geral abaixo: 
(vide apênd_!. 
T(r,0) =e+ 
JGo/2 f l 
g(r, elr' ,e') [c,u(r' ,0') + 
o r· 1 
/
ra 




+ )_ g (r, 011, 
o 
0' ) . ( 17T. ne) d0' (IV-35) 
onde g e a função de Green modificada para o problema de Neu-
mann e C e uma constante arbitrária, a qual é determinada pela 
condição (IV-34). 
A expansao parcial de g em auto-funções de r para o 
semi-setor D considerado, tem para equação (vide apêndice A,) o 
que segue: 
00 
g(r, 0lr', 0') = g 0 (0,0') + L gn(0,0'). 1jJn(r).1)Jn(r') (IV-36) 
n=l 
onde, 
02. + 0.• 2 0.' 0o 
+ 
0 0 1n ri ln ri ln ri 
para 0 < 0' 
g 0 (0,0') = 
0.2. + 0' 2 0 0o 
+ 
0o ln r· 1 ln r· 1 ln r· 1 




cosh [an(e'-0 0 /2)] cosh(an0) / 
Il1T 
senh (an 0o/2) para e < e' ; 
gn (0, e') = 
2 
T(r,0) 
cosh [an(0 -ea/2)] cosh(ane') / 
Il1T 
senh (an 0o/2) para 0 > 0' 
Por (IV-29)-(IV-32), tem-se que, 
g(r,0Jri,e'J d0' 













11 f ea/2 + e 1 g ( r, 0 J r ' , 0 ' ) . u ( r' , e ' ) . r' dr' de ' + ri O 





g ( r, e I r' , e' ) ~ ( r' , 0 ' ) . r 'dr' de ' 
(IV-39) 
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A omissão da parcela, 
ln r· 1 
em (IV-37), nao afeta os resultados do cálculo de (IV-39) , pela 
definição de C1 e pelo fato de a integração ser efetuada segun-
do a variável 0' 
Em consequência, 
- e' 2 /e o ln r· + e'/ln r· 1 1 
para 0 < 0' 
go(e,e') = 
- 0 1 2 /0 o ln r· + 0 /ln r· 1 1 
para 0 > e• 
Efetuando os cálculo indicados em (IV-39), para o caso 
particular em que C2 = O , resulta a seguinte equação para aso 
lução do problema da temperatura: 
T(r,0) =e+ H(0 2 + 00 2/6) + 
2 . 2 
/ ln ri) /2 J - Beln ri [1/3 - (ln(r/ril /ln ri)]+ 
00 
+ ~ A 1 n cosh (an0) / cosh (an 0 0/2) + 
n=l 
00 




+ A4 n 0 senh (an0l / cosh (an 0o/2) + 
+ Asn cosh (au0l / cosh (an 0o/2)] ~n(r) + 
00 00 
+ L L 
n=l k=l 
k#n 
[Onk + Pnk cosh(an0l / cosh(an 0 0 /2) + 
(IV-40) 
Uma = velocidade média para o duplo-tubo nao aletado; 
A1n = C1 An (An - Cn) / 2 
A2n = -An [C1 (ri2 - 1) / (2 (1 + an 2 )) + 2 À ln ri] 
A3n = 2 13a {ri - ra [cos(an ln ra/ril + 
+ ªn sen (an ln ra/ri)]} / (mr (1 + ªn 2)) ; 
A4n = c1 (1 - ri 2) (An - Cnl / (4 ln ri(l + ªn2)) ; 
Asn = -A4n [ (0 0 /2) cotgh (an 0o/2) + ln ri/n11] 
(r. 2 - cos(n + k)11) [ (n + k)/(4 (an + 2 Ank = + ªkl ) + . i 
+ (n - k) / (4 + (an - akl 2l] 
• 
Onk = -C1 Ank An / (11 k 2 ) 
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Pnk = C1 (An - Cn) Ank / (TI (k 2 - n 2 )) ; 
e, 
Snk = -Pnk(n/k) tgh(an 0o/2) 
A solução (IV-40) nao leva em consideração a dissipa-
çao viscosa; para aletas longitudinais em dutos circulares, no r~ 
gime laminar, a dissipação viscosa não produz efeitos relevantes 
sobre o desempenho da parede aletada como foi verificado em [42]. 
IV.3 - Números de Nusselt 
A escolha de uma definição apropriada para o número de 
Nusselt depende da natureza do problema de transferência de calor 
em questão. 
Como a presente pesquisa visa comparar o desempenho do 
duplo-tubo aletado com o desempenho do duplo-tubo não aletado, a 
definição mais conveniente do número de Nusselt parece ser a se 
guinte: 
Di * = 2r i* 
onde o coeficiente de transferência de calor por 
, 
seado no perímetro da parede original e expresso 
(IV-41) 
h *, b~ convecçao 
pela equaçao: 
(IV-42) 





Tf Tf * / * * / k = qr re 
e 
Tb Tb * / * * / k = qr re 
Da mesma forma, 
NUDh = Dh / (Tf - Tb) (IV-44) 
onde, 
Dh Dh * / * = re 
Uma definição de interesse comparativo é a segui~ 
te: 
(IV-45) 
onde o coeficiente médio de transferência de calor por convecçao 
é definido por, 
por, 
gue: 
-* * * * * h = Qi / (S (Tf - Tb ) a (IV-46) 




h* = * h 0o 








Uma outra definição de interesse comparativo e a seguinte: 
NUDb = (Si ri 0o/2 + Se 0o/2 + Sa (ra - ri) J 
onde, 
e 
. Db / (St (Tf - Tb)) 
St = Sa+ 0o/2 
1 
St 
[ T ds 
3D 
sendo ôD o contorno da região da figura (IV-1). 
(IV-49) 
(IV-50) 
A escolha da definição (IV-41) foi feita pelas mesmas 
razoes expostas em [34]; são elas: No limite quando L tende a 
zero, este número reduz-se ao número de Nusselt do duplo-tubo não 
aletado; o duplo-tubo aletado substitui o duplo-tubo não aletado 
com a mesma relação nominal, 
te o trocador compacto; para 
h* (e então NUDil nos dá a 
a qual descreve totalme~ 
uma dada temperatura da superfície, 
razão de transferência de calor, ou 
inversamente, para uma dada razão de transferência de calor, este 
numero determina a diferença de temperatura entre a parede aleta 
da e o fluido. 
A temperatura mêdia na fronteira Tf , e calculada em 
relação a parede aletada e e expressa pela equaçao: 
1 
= / T ds 
ªºª 
' (IV-51) 
sendo ôDa, neste caso, o contorno da parede aletada correspon-
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dente ao semi-setor da figura (IV-1). 
Desta forma, 
Tf = !a [ 
0o/2 la T(ri,0) (IV-52) 





1 J0o/2Jl T(r,0) u(r,0) rdrd0 O ri (IV-54) Um A 
A = 0o (1 - ri 2 l / 4 = área do semi-setor da fig. (IV-1). 
Por razoes de economia de tempo de computação, expres-
soes analíticas foram desenvolvidas para as equaçoes (IV-45) e 
(IV-47) (vide apêndice C); tais expressões são demasiadamente ex 
tensas para serem aqui apresentadas. 
Essas equações, apesar da extensão, sao de grande va-
lia, ao lado da necessidade do oneroso cálculo dos campos da tem 
peratura e da velocidade, para a integração numérica de Tb e Tf. 
Diferentemente do que ocorre na teoria da transferéncia 
de calor em regime turbulento, onde o número de Nussel t é função 
do numero de Reynolds e do número de Prandtl, as equações ( IV-4 O), 
(IV-43) e (IV-44) nos mostram que o número de Nusselt relativo a 
convecçao forçada 
conclusão de [3], 
laminar no duplo-tubo aletado, a exemplo da 
depende somente das características geométricas 
do duto e das condições de contorno especificadas. o grau de in 
fluência de cada fator é analisado no capitulo VII, com base nas 
curvas de desempenho apresentadas no capitulo VI. 
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C A P Í T U L O V 
TRANSFERÊNCIA DE CALOR PARA TEMPERATURA 
PRESCRITA NA PAREDE ALETADA 
V.l - O Problema da Transferência de Calor na Parede Aletada 
A segunda condição de contorno que tem progressivamente 
despertado interesse prático e teórico é a condição de temperat~ 






Todas as hipóteses do capítulo III 
mitidas, em adição às hipóteses abaixo: 
serão aqui ad 
a) A distribuição de temperatura na parede aletada e 
camente uniforme, enquanto que o fluxo médio na 
tada é constante no sentido longitudinal. 
b) A distribuição de fluxo térmico no tubo externo e 




Para regime estacionário e perfil plenamente desenvolvi 
do, na ausência de dissipação viscosa e geração de calor no flui 















Adicionalmente, a hipótese de perfil plenamente desen 
volvido nos permite escrever as igualdades (vide apêndice B): 
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3T* dTf * dTb* 
= = (V-2) 
ax* dx* dx* 
As condições de contorno associadas a equaçao (V-2) , se 
rao do tipo abaixo (vide figura (V-1)): 
T* Tf * * ri* -0o/2 < e < 0o/2 (V-3) = r = = = 
T* Tf * e ±0o/2 * < r* < * (V-4) = = ; r· ra l. 
3T* 
* * < e < 00/2 -k 
ar* 
= qe r = re -0o/2 (V-5) = = 
onde Tf* é a temperatura da parede aletada e qe* e o fluxo tér 
mico médio uniforme no tubo externo. 
Adicionalmente, pela simetria da geometria da secçao 
transversal do duto pode-se escrever o seguinte: 
aT* 








r * e 
r·* < r* < * l. r e 
(V-6) 
(V-7) 
A adimensionalização do problema pode ser conseguida cem 
a introdução das seguintes quantidades adimensionais:. 
u = 
T = 




















17 2 T = -u 
' ' 1 
60/2 
·--1._ r 
em (V-1) - (V-7) 
as condições de contorno adimensionais correspondentes, 
T = o ; r = r· -Go/2 < e á Go/2 1 
T = o ; e = ±.Go/2 r-1 á r ~ ra 
3T * 3 3T* dp* Se * / k / aµ = = -qe re ar ax* dx* 
3T 
±.Go/2 - = o e = ra á r á 1 ae 
ôT 










As equaçoes (V-8)-(V-13), constituem um problema a va 
lores de contorno de caráter misto, onde a temperatura ao longo 
do intervalo [ra, 1] é desconhecida. 
A semelhança de tal problema com o problema relativo ao 
escoamento laminar sugere que o mesmo método seja utilizado na 
sua solução. 
O método das funções de Green também, neste caso, par~ 
ce ser o mais apropriado para a redução do problema a um problema 
a valores de contorno do tipo misto mais simples. 
V.2 - Solução do Problema pelo Método da Função de Green 
Para a região correspondente a figura (V-1) pode-se prQ 
var facilmente que a solução do problema a valores de 
(V-8)-(V-13) adquire a forma abaixo (vide apêndice A): 




g(r,0lr',0') u(r',0') r'dr'd0' 
-00/2 
contorno 
t(r')[~ (r,0lr',0o/2)- élg 
él0' él0' 







t(r') = T(r', 00/2) = T(r', -0o/2) 
(V-14) 
e uma função a determinar no intervalo [ra, 1] e g e a função 
de Green do problema. 
A função t(r') pode ser calculada de modo semelhante 
ao que foi feito no capitulo III para o cálculo de U(r'). 
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Aplicando a condição de contorno (V-12) 













dr' a [ 







. g (r,8lr', 8') u (r', 8') r'dr'd8' + 







A equaçao (V-15) é uma equaçao integral de Fredholm ho 
mogenea de primeira espécie da forma, 
onde, 
e, 
h(r) - J_ 
1 
t(r') K(r,r') dr'.= O 
ra 
r E [ra,l] 
K(r,r') 
h(r) = 
= 2rr [ a 2g 
m2 a0a0' 
(r, 8o/2lr', 80/2) 














g ( r, e 11 , e' l de' J 
0o/2 
(V-18) 
A dificuldade na obtenção da solução do problema (V-8)-
(V-12), reduz-se somente na resolução da equaçao (V-16), a qual 
pode ser facilmente resolvida, fazendo uso do procedimento usado 
no capítulo III. 
V.3 - Solução da Equação Integral 
A expansão parcial em auto-funções de 0 para a função 
de Green associada ao problema (V-8)-(V-12), para a geometria da 
figura (V-1), de acordo com a equação (A.82) do apêndice A, adqut 
re a forma abaixo: 
00 
__ 111,1 g(r,elr',0') L 
n=l 
(r mn/2 + r,-mn/2) 
(rimn/2 + ri-mn/2) 
[(r/r1·)mn/2 - (r/ri)-mn/2) 1 (0 e /2) sen 2 mn - + - 0 
1 
. sen 2 mn (0' + 0o/2) para r < r' (V-19) 
Como ri< 1, o denominador de (V-19) pode ser expa~ 
dido em série de potências como segue: 
1 






Substituindo esta série em (V-19) e repetindo as oper~ 
çoes do capítulo III, pode-se chegar à expansão seguinte: 
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00 00 






p=O n=l n 
+ mn/2 mn/2 mn/2 1 a2 - a3 - a, . 
, [cos 
1 
( 0-0' > 
1 
(8+8'+8 0 )] - mn - cos mn 2 2 
para r < r' 
= r'rri2P < 1 , 
= rri 2F/r' < 1 
= 2p+2 / rr' < 1 e r· 1 
= 1 2p+2 r ri / r < 1 
Introduzindo em (V-20) a identidade complexa, 
an 




ln(l + a 2 - 2a cos S8) 
resulta a forma logarítmica, 
g(r,8Jr',8') = 
. cos 
rn /2 · m 
(8'-8)] + ln[l + a1rn - 2a1m cos 
2 2 




a < 1 
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(0'-0)] + ln [1 + m m/2 
m 
(e+0'+0o)} . a2 - 2a 2 cos 
2 
+ ln [1 + m - 2a 3m/
2 cos m ( 0' - 0) J a3 
2 
- ln [1 + m m/2 
m 
(0 + 0• + 0 º l] a3 - 2a 3 cos 2 
+ ln [1 + m - 2a 4m/
2 cos m ( 0' - 0)] ª· 2 
- ln [1 + m - 2a 4m/
2 cos m c0 + 0• + 0 º l J } (V-21) ª· 2 
Repetindo novamente as operaçoes análogas do capítulo 
III, pode-se chegar finalmente a equaçao, 
ou, 
(X> 











r (rr')m + (ri2p+2)m 
L((rr')m - (ri2p+2)m)2 
+ 
(V-23) 
Por outro lado, a expansao parcial em 0 da função de 
Green associada ao problema (V-8)-(V-12), de acordo com a equaçao 
(A.83), tem a forma, 




senh [Bn(0 0 /2 + 0)] 
7[ 
senh (Bn 0o) 
. senh [Bn(0 0 /2 - 0')] wn(r) wn(r') para 0 <0' (V-24) 
e, 
00 
1 senh [Bn(0 0 /2 + 0 1 ) ] 4 ~ g(r,0ir' ,0') = ( 2n-l) ( Bn 0 o) 7[ 
h=l 
senh 
. senh [Bn(0o/2 -0)Jwn(r) Wn(r') para 0 >0' (V-25) 
onde, 
Wn(r) = sen <Bn ln r/ri) 
e 
Bn = (2n - li n/2 ln ri 
Do cálculo da primeira e da Última parcela de (V-14), 
resulta a seguinte série: 
T~ (r,0) = 2 t t l 
n=l p=l (2p- 1) 
An. [ ... co.sh 8 p 0 J + 
{ - 1 -





f3 2 p 
Spn 1/Jp(r) + 
- (2 r· 2 1 
flp 
- an 2 
00 




r cosh etn 0 cosh f3 P 0 ] 
lcosh 
-
(etn 0o/2) cosh(flp 0o/2) } 
(-l)P+l 
[1 -
cosh flp e 
J . 
flp(2p-l) cosh(flp 0o/2) 
(V-26) 
e An e Cn, são os coeficientes da equaçao do campo de velocida 
de definidos no capítulo III. 
Como pode ser observado em (V-14), a equaçao (V-26) é a 
solução do problema (V-8)-(V-12) para o caso particular de L=l , 
isto é, quando a altura das aletas é igual a diferença dos raios 
dos tubos. 
Pela definição de h(rl em (V-18), 
h (r) 
= . aT1 [ 
ae leo/2 
Em consequência, 
4 00 1 











• tgh(Sp 80/2) ] Spn ~p(r) - 2Se ~ 
p=l 
. tgh(Sp 80/2) ~p(rl 
(-1) p 
(2p - 1) 
(V-27) 
A solução da equação integral pode ser aproximada com a 
mesma discretização do intervalo [ra, 1] usada no capítulo III. 




L Akj tj = h(rkl 
j =l 
k = 1, 2, ... , N 








De (V-23) e (V-29) resulta para os coeficientes Akj a 
série de termos alternativos abaixo: 
00 
2 (rr' )m/2 L (-l)p (rim) p Akj = 
m 
p=O 
{ [ (rkri 2p~m -
1 
+ 
(rkr'ri 2P)m J -,m 1 -r 
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Esta série é bastante apropriada na evolução dos coefi-
cientes Akj , tanto pela série de potências altamente convergen-
te quanto pelo seu caráter alternativo. 
De modo geral, para a gama de raios testada, apenas dez 
termos são necessários para calcular com boa precisão os coefici-
entes Akj. 
V. 4 - Campo de Temperatura 
Calculando a segunda parcela de (V-14} e somando 
-çao particular T1 , resulta o que segue: 
T(r,0) 
onde, 




(cosh (ct 0 0 o /2} 






Sp cosh(Sp 0 o/2) 
cosh(SpGl J 
osh(Sp 8 0/2) 
Sp (2p - 1) 
cosh(Sp0l 
}iµp (r} 





t (r' } ,µ p (r' } 
dr' 
= ; p = l , 2 , ... etc. 
r' 
são os coeficientes de Fourier da expansao de t(r') no interva-
lo [ri, l]. 
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O cálculo destes coeficientes é feito pelo mesmo méto-· 
do usado no cálculo dos coeficientes Cn. 
do tipo 
[r a, 1] 
onde, 
Cpj 
A solução numérica de (V-28) é ajustada por 
a1 + a2r + a3r 2 de três em três pontos do 









As seguintes equações são utilizadas no cálculo: 
2 N 




= I:: k-1 r (Bp cos (Bp ln ra/ril -
k=l 




Este procedimento é bastante satisfatório para represeg 
tara distribuição de temperatura na secção transversal do duto, 
como é observado no capítulo VI. 
v.s - Números de Nusselt 
A escolha dos parâmetros que entram na definição do nú 
mero de Nusselt para a presente condição de contorno é feita pe-
las mesmas razões expostas no capítulo IV. A finalidade do probl~ 
ma (V-8)-(V-12) é, para um dado fluxo externo prescrito periféri-
ca e longitudinalmente, avaliar o desempenho do duplo-tubo aleta 
do em relação ao duplo-tubo não-aletado sob a condição de temper~ 
tura constante e de fluxo médio constante no sentido longitudinal 
na parede aletada. A referência utilizada é o fluxo térmico total 
oriundo do escoamento do tubo interno cujo diâmetro e 
Contudo, define-se o coeficiente médio de transferência 
de calor por convecçao pela equaçao seguinte: 
(V-32) 
onde Tf* é a temperatura na parede aletada e Tb* e a tempera-
tura média de mistura definida pela equação, 
Tb* -
1 
00/2 J T* u* r*dr*d0 
o 
; 
qi* e o fluxo térmico médio relativo ao tubo interno, 
por, 
= Qa * / 2rr 
onde, 








3Da = contorno relativo a parede aletada 
O número de. Nusselt baseado no diâmetro nominal 








A escolha desta definição, a exemplo do capítulo IV, e 
justificada pelas seguintes razões: para as mesmas condições de 
contorno do duplo-tubo aletado e não-aletado, no limite quando L 
tende a zero, este número reduz-se ao número de Nusselt do duplo-
tubo não-aletado; o duplo-tubo aletado substitui o duplo-tubo não 
aletado com o mesmo diâmetro nominal Di* a qual descreve 
cador compacto; e para uma dada temperatura da superfície 
o tro 
- * hi (e 
então NUD·*) nos dá a taxa de transferência de calor, ou inversa 
l. 
mente, para uma dada taxa de transferência de calor, este número 
determina a diferença de temperatura entre a superfície aletada e 
o fluido em escoamento. 




Dh* = diâmetro hidráulico 
Para verificação do desempenho global do duplo-tubo e 




- * qa = * Sa 
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sa* = perímetro da superfície extendida 
(V-39) 
(V-40) 
O fluxo médio está relacionado a velocidade média 
do escoamento * Um pela seguinte equaçao: 
dTb* 
= PCp um* A* 
dx* 
(V-41) 
como pode mostrar um simples balanço térmico na secçao considera 
da. 
-Explicitamente, a equaçao (V-35) para o semi-setor da 




+ f ra* 
r·* 1 





* r· 1 d0 + 
(v-4 2) 
















Sa = r· 0o/2 + 1 
Da definição de 
dp* oT* 
= qa r *3 e dx* ax* 
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ra - r· 1 
T segue-se 








Por (V-2), (V-45) e pela particularização do balanço 
térmico em (V-411 ao semi-setor da figura (V-1), resulta a seguig 
te identidade adimensional: 
= (V-46) 
Esta equação poderia também ser obtida diretamente da e 
quaçao (V-1) pela aplicação do teorema da divergência. 
A equação (V-46) é a equação de compatibilidade, a qual 
o problema a valores de contorno (V-1)-(V-9), deve satisfazer p~ 
ra perfil plenamente desenvolvido. 
A equação (V-46) é usada também para o estabelecimento 
do valor do fluxo externo Se durante o cálculo da curva de desem 
penho para a condição de temperatura constante na parede aletada; 
A relação. entre a fração total de fluxo externo W e e 
Se e obtida como.segue: 
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I élT* élDa k él!} ds* (V-4 7) 
A substituição das variáveis adirnensionais corresponde~ 
tes em (V-47) resulta, 





de onde podemos calcular Be para cada valor de We; durante os 
testes de rn e L, o valor de We e constante, enquanto que Be 
será variável de acordo com (V-49). Com este procedimento, o de 
sernpenho da parede aletada será avaliado com base numa fração con~ 
tante, do fluxo total externo com relação ao fluxo total da pare-
de aletada, de forma análoga ao que foi feito no capítulo IV. 
As equações adirnensionais correspondentes as equaçoes 
(V-36) e (V-37) tem as formas respectivas corno segue: 
NUni = qi D· / Tb 1 (V-50) 
onde 
qi = qa Sa / 0o ri/2 
e 
NUnh = qa Dh / Tb (V-51) 
Pela substituição de (V-31) nas definições ( V-43) e 
(V-44), expressões analíticas para aquelas equações podem ser fa 
cilrnente obtidas; o resultado é o seguinte: 
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00 r· J i 3T _dr_= 




L Bpn Spn 
n=l p=l 
(-l)p+l 




Bpn = An 




















80/2) + (An 




(Sp 80/2) + 
e 
- e > 
Sp 
n (S 2 - Ctn 2) p 
tgh (Sp 80/2>] 
Sp 
Qpn 8 pn + 
(2p-l) 
( 4 S e/rr) 
[8o/2 - tgh(Sp 80/2) /Sp] + (An - Cn) • 
Sp 
Cl 2 n 




A integral (V-43) tem para resultado o que segue: 









~ Qpn Spn / (2p-1) + CP tgh (Sp Elo/2) / 
n=l 
Sp + (4 Se/11) (-llp+l (Elo/2 - tgh (Sp Elo/2)/Sp) / 
"' 
(Sp (2p - 1))] - (Ak - Ck) [<2/11) L Rpnk Spn / 
n=l 
( 2p - 1) + CP p+l Rpk + (4 Se/11) (-1) (tgh(ak Elo/2)/ 
[ak tgh(an 8 0 /2) - ªn tgh(an 8o/2)]/(ak 2 - a 2) n 






Elo/2) )] / Un + (1 - tgh 2 (an ; 
2 2 
n = k 
= 
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Rpnk = + 
Estas séries sao usadas para o cálculo dos numeres de 
Nusselt e dos fluxos médios definidos anteriormente. 
Pelo teorema de valor médio, uma primeira estimativa de 
Tb pode ser avaliada (vide apêndice C); deste modo, Tb vem obe 
decer a desigualdade, 
O ~ Tb ~ max T (D) (V-55) 
onde D e a região do semi-setor considerado. 
Para efeito de comparaçao, o seguinte numero de Nusselt 
terá utilidade: 
= 








j_ T ( 1, 8) d8 
o 
St = ri 80/2 + ra - ri+ Go/2 





Cada numero de Nusselt definido tem significado e inter 
pretação particulares dentro do contexto, como será visto nos ca 
pitulos VI e VII. 
Adicionalmente, uma verificação direta das equaçoes 
(VI-50)-(VI-54) nos permite afirmar, a exemplo do capitulo IV, 
que os números de Nusselt aqui definidos, também dependem somente 
da geometria da secção transversal do duto aletado e da natureza 
das condições de contorno. 
68 
CAPITULO VI 
RESULTADOS E COMPARAÇÕES 
VI.l - Resultados do Escoamento Laminar 
Para compreender certos aspectos locais do comportamento 
da distribuição da velocidade no duplo-tubo aletado, faz-se neces-
sária uma visualização de algumas soluções da equação integral 
(III-22). Uma família típica de tais soluções pode ser vista na fi 
gura (VI-1). Essas soluções foram aproximadas pelo sistema linear 
(III-36) para valores de N entre 15 e 31. 
,o'u 








PARA TUBO NÂo ALETAOO 
1 
0.25 .40 0.55 0.70 
0.25 0.5 0.75 
Fig. (VI-1) - Soluções da equação inte-
gral (III-22) no intervalo ra ~ r ~ 1,0 
parar = 0,5 e para vários valores de 
me L. 
Como pode ser observado 
nesta figura, existe um 
limite superior para ca-
da ri, o qual é a pró-
pria solução do campo de 
velocidade relativa ao 
duplo-tubo não-aletado 
(L = O) • 
Como pode ser visto nas 
figuras (VI-2) e (VI-3), 
existe igualmente um li-
mite inferior para cada 
L fixo, quando m cresce 
indefinidamente. Pores-
tas figuras, tal limite 
inferior parece ser a 
própria solução de um du 
plo-tubo não-aletado e-
quivalente, cuja relação 
de raios é ra, isto é, o 
raio correspondente à ex 












~V / . ~ 
/ ~ <I, 
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' 1 ! 1 ~ 
\ 
\ 
0,2 0,3 0,4 0,5 o,s 0,7 o,e 013 
(J:....::...!2) 
1 - ra 
\ 
IP 
Fig. (VI-2) - Limite inferior das soluções da equaçao integral 





























t-LIJII-IA DOS PONTOS DE MA'XIMO 
~·~ 
0 ' ----:::::-1 
~ \ 16 
V ' 
" ~ ' ' '?>~ ' ""'"\ 1 ts. 
V ' -........ ' "~ s• '. r-... 
. ,,,,.....-- ,~s ~~ " ~.'0 - ' V J...--'" r--.:::::: ~~ r,'\.. 1 
V -ouPLO·TUBO NÃO-ALETAOO (fj =0,8)~ ~"''\I 
~ 
~ 
o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 o..,a o,s 
(~) 
1 - ro 
1,0 
Fig. (VI-3) - Limite inferior das soluções da equaçao integral 
(III-22) parar. = 0,5 e L e 0,6. 
1 
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Usando a equaçao (III-29), alguns padrões do campo de 
velocidade foram plotados; esses padrões foram calculados numer! 
camente no computador e em seguida, por interpolação quadrática, 
as linhas isocinéticas foram construídas. Os resultados parar.= 
1 
0,4 e L = 0,6 são vistos nas figuras (VI-4)-(VI-7) para numeras 
de aletas m iguais a 2, 4, 8 e 16. 
Fig. {VI-4) - Campo de 
em= 2. 
velocidades u/u parar.= 0,4, L = 0,6 
m i 
Fig. (VI-5) - Campo de 






= 0,4, L = 0,6 e 
Para todos os cálculos efetuados, o erro de aproximação 
usando a solução obtida no capítulo III, não ultrapassou a tolerân 
eia de 10- 2 • 
Esse erro, calculado pela equaçao (III-46) parece mos-
trar um critério razoavelmente preciso para testar o método de so-
lução da equaçao integral (III-23), conforme mostra a figura 
(VI-8) , 
Nesta figura é plotado o erro de aproximação corno fun-
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Fig. (VI-6) - Campo de velocidades u/u 
m 
parar. = 0,4, 
i 
L = 0,6 
em= 8. 
çao do número de aletas: o erro é calculado pela substituição dos 
coeficientes de Fourier C associados a soluções distintas da n 
solução correspondente 
!ativo a m = 8 aumenta 
a m = 
de 20 
8. Como se pode observar, o erro 
a 150 vezes aproximadamente. 
re-
Curvas do fator de atrito também foram calculadas para 
várias relações de raios r. no intervalo [0,2, 0,9]. 
i 
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Fig. (VI-7) - Campo de velocidade u/um para ri= 0,4, L = 0,6 e 

















2 4 6 8 10 12 14 16 m 
Fig. (VI-8) - Sensibilidade do erro de aproximação parar.= 0,5 e 
i 
L = 0,6. 
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Nas figuras (VI-9)-(VI-16) sao plotados na ordenada do 
lado esquerdo de cada gráfico os valores do produto f.Re0 e(De/Dh) 
enquanto que na ordenada do lado direito, são plotados os valo -
res de f.ReDh' corno funções do numero de aletas rn para cada altu-
ra de aletas L. 
Estes gráficos foram construídos com base nos valores 
numéricos das tabelas Ia VIII, as quais foram calculadas atra-
















fj ~ 0.2 
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ri = 0,2 ; f. Re0 e (De/Db) o = 36,08 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 36,33 36,59 37,10 37,55 37,93 38,24 38,48 38,66 38,87 
0,25 40,84 46,29 54,99 60,07 63,09 65,04 66,38 67, 36 68,10 
0,40 44,91 56,77 78,11 91,87 100,60 106,46 110,60 113,67 116,02 
0,55 48,21 67,25 110,37 145,77 172,07 191,54 206,22 217,50 226,41 
0,70 50,20 74,85 145,12 223,54 298,75 366,45 425,46 476,35 519,83 
0,85 50,92 77,97 165,12 285,55 432,09 598,95 780,94 973,06 1171,50 
1,00 51,03 78,44 168,63 298,71 466,62 672,05 914,94 1195,20 1513,00 
ri = 0,2 ; (f.Reohlo = 23,09 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 22,30 21,55 20,17 18,91 17,74 16,65 15,64 14,71 13,84 
0,25 21,37 20,16 17,34 14,35 11,81 9,80 8,22 6,98 5,99 
0,40 21,00 20,25 17,73 14,43 11,58 9,36 7,74 6,38 5,38 
0,55 20,23 20,00 18,89 16,19 13,39 11,03 9,13 7,64 6,46 
0,70 19,09 18,85 19,39 18,48 16,77 14,87 13,07 11,45 10,05 
0,85 17,60 16,84 17,71 18,25 18,31 18,06 17,59 17,01 16,35 
1,00 16,09 14,69 14,83 15,20 15,46 15,64 17,77 15,87 15 ,95 
Quadro I 
ri= 0,3 ; f.Reoe(De/Dh) 0 = 47,88 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 48,07 48,26 48,65 49,02 49,38 
0,25 52,22 57,23 67,03 74,38 79,39 
O ,40 56,14 67,13 91,18 110,40 124,03 
0,55 59,33 76,56 121,85 166,10 202,70 
0,70 61,25 83,02 150,76 235,24 323,15 
0,85 61,95 85,57 16 5, 54 281,74 427,13 
1,00 62,05 85,94 167,92 290,54 450,38 
ri = 0,3 ; (f.Reohl o = 23,46 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 22,77 22,11 20,88 19,75 18,71 
0,25 21,71 20,44 18,21 15,90 13,69 
0,40 21,27 20,26 18,63 16,28 13,82 
0,55 20,58 19,78 19,40 17,92 15,79 
0,70 19,52 18,57 19,23 19,23 18,57 
0,85 18,20 16,73 17,30 18,28 18,86 




















































ri= 0,4 ; f.Re 0 e(De/Dh) 0 = 65,77 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 65,95 66,13 66,48 66,83 67,19 65,53 67,86 68,17 68 ,4 7 
0,25 70,05 74,87 85,23 94,63 102,14 107,88 112,88 115,58 118,21 
0,40 74,02 84,45 109,76 134,22 154,26 169,80 181,79 191,14 198,57 
0,55 77,24 93,23 138,23 189,44 237,43 278,93 313,79 342,79 366,88 
0,70 79,18 99,02 162,11 248,14 345,37 445,50 543,37 6 36 , 2 2 722,53 
0,85 79,91 101,31 173,42 282,69 423,85 592,55 785,13 998,22 1228,5 
1,00 80,00 101,58 174,85 287,70 437,10 621,41 839,91 1092,3 1378,4 
r = 0,4 ; (f.Reohl o = 23,68 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 23,11 22,56 21,52 20,56 19,66 18,82 18,04 17,30 16,61 
0,25 22,10 20,87 18,94 17,15 15,39 13,72 12,22 10,89 9,73 
0,40 21,66 20,48 19,15 17,64 15,83 13,98 12,27 10,77 9,48 
0,55 21,02 19,86 19,43 18,88 17,65 16,06 14,40 12,83 11,42 
0,70 20,10 18,66 18,76 19,40 19,46 18,94 18,05 16,97 15,81 
0,85 18,96 17,02 16,80 17,79 18,72 19,36 19,75 19,92 19,93 
1,00 17,78 15,31 14,39 14,89 15,53 16,09 16,55 16,93 17,24 
Quadro III 
ri= 0,5 ; f ,Rene (De/Dh) 0 = 95,25 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 95,42 95,60 95,94 96,30 96,66 97,02 97,37 97,72 98,06 
0,25 99,71 104,60 115,42 126,42 136 ,50 145,20 152,38 158,33 163,21 
O ,40 103,92 114,30 140,11 168,60 195,48 218,89 238,43 254,63 268,02 
0,55 107,35 122,93 166,63 221,76 279,97 335,61 386,25 431,11 470,37 
0,70 109,43 128,49 186,92 270,85 372,59 484,70 601,26 718,01 832,12 
0,85 110,20 130,64 195,68 295,64 428,02 589,60 777,48 988,79 1221,3 
1,00 110,29 130,90 196,78 299,03 436,49 6 07 ,.54 811,16 1046,7 1313,9 
r· = 0,5 ; (f.Renhl o = 23,81 i 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 23,36 22,92 22,07 21,23 20,53 19,82 19,15 18,52 17,92 
0,25 22,48 21,37 19,64 18,18 16,82 15,49 14,22 13,03 11,94 
0,40 22,07 20,88 19,52 18,50 17 ,33 16,01 14,63 13,29 12,05 
0,55 21,52 20,20 19,36 19,18 18,72 17,86 16,76 15,53 14,30 
0,70 20,74 19,09 18,39 18,93 19,45 19,61 19,41 18,93 18,24 
0,85 19,77 17,64 16,51 17,05 17,93 18,75 19,41 19,89 20,22 
1,00 18,76 16,13 14,39 14,47 14,99 15,58 16,12 16,59 17,00 
Quadro IV 
ri= 0,6 ; f.Reoe (De/Dhl 0 = 149,36 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 149,52 149,68 150,00 150,34 150,67 
0,25 154,26 159,50 170,98 183,28 195,60 
0,40 159,00 169,97 196,49 227,75 260,56 
0,55 162,88 179,08 222,04 278,54 343,62 
0,70 165,22 184,85 240,18 319,82 421,02 
0,85 166,10 187,06 247,63 338,58 460,55 
1,00 166,21 187,34 248,61 341,16 466,35 
ri = 0,6 ; (f.Reohlo = 23,90 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 23,55 23,20 22,54 21,91 21,31 
0,25 22,83 21,90 20,36 19,11 18,01 
0,40 22,48 21,40 19,97 19,08 18,30 
0,55 22,03 20,75 19,49 19,16 19,02 
0,70 21,40 19,78 18,39 18,38 18,83 
0,85 20,62 18,54 16,68 16,50 16,99 




















































ri = 0,7 ; f.Reoe (De/Dh) 0 = 266,10 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 266,30 266,49 266,89 267,26 267,65 268,05 268,45 268,86 269,27 
0,25 271,99 278,15 291,30 305,48 320,40 335,50 350,44 364,96 378,76 
0,40 277,72 290,40 319,49 353,74 391,94 432,22 473,00 513,04 551,37 
0,55 282,44 300,91 346,02 403,86 473,50 551,93 636,03 722,97 810,00 
0,70 285,29 307,44 363,73 440,34 538,65 657,22 792,71 943,05 1104,1 
0,85 286,36 309,95 370,81 455,75 568,15 708,52 876,26 1069,7 1288,6 
1,00 286,50 310,27 371,74 457,81 572,27 716,01 888,88 1090,5 1320,3 
r· 1 = 0,7 ; (f.Reohl o = 23,95 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 23,70 23,45 22,97 22,51 22,06 21,63 21,20 20,80 20,40 
0,25 23,16 22,44 21,19 20,13 19,22 18,40 17,64 16,92 16,23 
0,40 22,89 22,00 20,66 19,75 19,08 18,52 17,97 17,40 16,79 
0,55 22,55 21,45 20,02 19,34 19,08 18,98 18,87 18,70 18,43 
0,70 22,07 20,66 18,94 18,29 18,26 18,53 18,88 19,23 19,48 
0,85 21,47 19,67 17,47 16,58 16,43 16,68 17,12 17,63 18,15 
1,00 20,84 18,62 15,93 14,70 14,28 14,29 14,51 14,83 15,18 
Quadro VI 
ri = 0,8 ; f • R eoe (D e/D h l o = 599,51 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 599,75 600,00 600,53 601,03 601,54 
0,25 607,53 615,77 632,98 651,11 670,38 
0,40 615,46 632,30 668,86 709,80 755,42 
0,55 621,91 646,05 700,42 764,60 839,93 
0,70 625,85 654,61 720,88 801,81 900,41 
0,85 627,33 657,88 728,82 816,60 925,31 
1,00 627,54 658,33 729,94 818,66 928,85 
r· 1 = 0,8 ; (f.Reohlo = 23,98 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 23,82 23,66 23,35 23,05 22,76 
0,25 23,46 22,98 22,08 21,29 20,58 
0,40 23,28 22,65 21,59 20,75 20,09 
0,55 23,05 22,24 20,98 20,10 19,54 
0,70 22,73 21,68 20,09 19,06 18,48 
0,85 22,33 20,97 18,94 17,64 16,87 




















































ri = 0,9 ; f.Re 0 e(De/Db) 0 = 2399,5 
~ 
0,05 2399,9 2400,3 2401,0 2401,7 2402,4 
0,25 2414,7 2430,1 2461,5 2493,6 2526,3 
0,40 2429,0 24 58, 9 2521,5 2587,6 2657,3 
0,55 2440,9 2484,0 2574,6 2671,4 2776,2 
0,70 2446,3 2495,0 2598,5 2710,7 2832,7 
0,85 2448,4 2499,3 2607,8 2726,0 2855,3 
1,00 2451,3 2505,4 2621,1 2747,9 2887,6 
ri = 0,9 ; f. (Reohl o = 23,99 
~ 
0,05 23,92 23,84 23,69 23,54 23,39 
0,25 23,75 23,51 23,04 22,61 22,19 
0,40 23,65 23,32 22,71 22,17 21,67 
0,55 23,53 23,10 22,33 21,66 21,09 
0,70 23,35 22,76 21,72 20,83 20,08 
0,85 23,15 22,37 21,02 19,88 18,94 















































VI.2 - Resultados da Transferência de_Calor para fluxo Prescrito 
Uma análise qualitativa do desempenho do trocador, pode 
ser feita com base na distribuição de temperatura na secçao trans 
versal do duto, isto é, na representação bi-dimensional da solução 
da equação diferencial da energia (IV-40). Pelo fato de valer are 
lação, 
(T* - T *)/(T * - T *) 
b f b (VI-1) 
é mais apropriado representar 
lação ao invés de representar 
graficamente a distribuição desta re 
(T* - T *)/(q * r */k). 
m r e 
Nas figuras (VI-17)-(VI-26), são representados vários p~ 
drÕes de distribuição de temperatura, calculados pelas equações 
(IV-40), (IV-52) e (IV-54), onde o efeito do fluxo externo, expre~ 
so pelo parâmetro W é levado em consideração. 
e 
As curvas isotérmicas foram evoluídas pelo mesmo procedi 
mento utilizado na construção dos padrões de distribuição de velo-
cidade. Em todos os casos examinados foi considerado que Sa =0,5Si 
isto é, Wa = 0,5. 
O efeito do fluxo externo foi analisado somente para 
We = 0,5 e We = -0,5; os padrões apresentados a seguir, represen-
tam comportamento típico da distribuição da temperatura em função 
do fluxo externo. Os valores numéricos da derivada no tubo exter-
no Se foram calculados caso por caso; os resultados concordam mui 
to bem com os valores numéricos prescritos pela equação, 
S = W /r. 
e e 1 
Na construção dessas figuras, cuidado especial fora t2_ 
mado para que as curvas correspondentes aos pontos "sela" pudes-
sem ser localizadas. Em consequência, as linhas isotermas calcula 
das nao correspondem a incrementas iguais de temperatura ao longo 
da secção transversal do duto, pelo menos para o caso particular 
de We = 0,5. 
88 
Fig. (VI-17) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf 




Fig. (VI-18) - Distribuição 




m = 4 e W = O. 
e 
(T - T )/(T - T) pa-
b f b 
Fig. (VI-19) - Distribuição 




m = 8 e W = O. 
e 
(T - T )/(T - T) pa-
b f b 
91 
Fig. (VI-20) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf- Tb) para 
r. = 0,4, L = 0,6, rn = 16 e W = O 
i e 
A análise do desempenho do duplo-tubo aletado, sob a 
condição de contorno estabelecida no capítulo IV, bem corno apre-
visão das dimensões ótimas são feitas com base na dependência en-
tre o número de Nusselt e as variáveis L e rn para cada relação de 
raios ri com We fixo. 
No cálculo dos números de Nusselt de interesse, tanto a 
temperatura média na parede aletada Tf, quanto a temperatura me-
dia de mistura Tb' foram calculadas analiticamente por suas equa 
ções respectivas (C.18)-(C.20) e (C.21)-(C.29) do apêndice e. 
As equações (C.18)-(C.20) contudo, não são apropriadas 
para o cálculo de Tb, para pequenas relações de raios ri da or-
dem de 0,2 e para grandes valores de rn em torno de 32. Nestes ca-
sos, a temperatura de mistura foi calculada por integração nurnér! 
caem função dos dados obtidos das equações (III-39) e (VI-40) na 
região considerada. 
92 
Fig. (VI-21) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 
r. = 0,4, L = 0,6, m = 2 e W = -0,5. 
1 e 
93 
Fig. (VI-22) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 
r. = 0,4, L = 0,6, m = 4 e W = -0,5. 
1 e 
94 
Fig. (VI-23) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 












Fig. (VI-24) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 
r. = 0,4, L = 0,6, m = 2 e W = 0,5 
i e 
96 
Fig. (VI-25) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 
r. = 0,4, L = 0,6, m = 4 e W = 0,5. 
1 e 
97 
Fig. (VI-26) - Distribuição de temperatura (T - Tb)/(Tf - Tb) para 
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4 8 12 16 20 24 28 32 m 
Fig, (VI-34) 
ri = 0,2 ; NU· i o = 2,12 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 2,12 2,14 2,18 2,20 2,22 2,25 2,26 2,27 2,28 
0,25 2,36 2,65 2,86 2,93 2,96 2,99 3,00 3,02 3,03 
0,40 2,69 3,35 3,68 3,69 3,68 3,66 3,65 3,65 3,64 
0,55 3,06 4,39 5,06 4,93 4,76 4,61 4,51 4,44 4,39 
0,70 3,39 5,74 7,64 7,56 7,11 6,79 6,49 6,26 6,08 
0,85 3,63 7,15 11,72 13,08 13,14 12,80 12,35 11,88 11,41 
1,00 3,70 8,14 15,86 19,70 21,24 21,98 22,26 22,57 22,95 
ri = 0,2 ; NUho = 8,50 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 7,38 6,55 5,31 4,43 3,76 3,26 2,85 2,52 2,24 
0,25 5,21 3,84 2,26 1,48 1,05 0,787 0,612 0,490 0,401 
0,40 4,55 3,29 1,73 1,03 0,682 0,485 0,364 0,283 0,227 
0,55 4,13 3,15 1,58 0,874 0,544 0,369 0,267 0,202 0,158 
0,70 3,76 3,16 1,72 0,929 0,552 O, 363 0,254 0,187 0,143 
0,85 3,37 3,12 1,99 1,18 0,738 0,491 0,344 0,251 0,189 
1,00 2,93 2,89 2,10 1,36 0,904 0,634 0,463 0,355 0,282 
Quadro IX 
r· = 0,3 ; NUi:a, = 3,10 i 
~ 2 4 8 
0,05 3,09 3,11 3,13 
0,25 3,21 3,50 3,78 
0,40 3,42 4,17 4,72 
0,55 3,65 5,12 6,39 
0,70 3,87 6,29 9,32 
0,85 4,02 7,43 13,41 
1,00 4,06 8,23 17,27 
ri = 0,3 ; NUho = 7,24 
~ 2 4 8 
0,05 6,61 6,10 5,27 
0,25 5,02 4,00 2,64 
0,40 4,40 3,48 2,11 
0,55 3,95 3,30 1,99 
0,70 3,57 3,22 2,15 
0,85 3,21 3,11 2,39 
1,00 2,84 2,87 2,45 
12 16 20 
3,15 3,17 3,20 
3,87 3,92 3,94 
4,79 4,77 4,73 
6,45 6,25 6,03 
9,99 9,70 9,30 
16,60 17,79 17,90 
23,97 28,03 30,40 
12 16 20 
4,62 4,08 3,65 
1,85 1,36 1,05 
1,34 0,92 0,671 
1,20 0,77 0,532 
1,32 0,83 0,560 
1,64 1,12 0,783 





































r· 1 = 0,4 1 NUio = 4,39 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 4,38 4,38 4,40 4,42 4,43 4,45 4,46 4,48 4,49 
0,25 4,37 4,66 5,01 5,15 5,21 5,23 5,25 5,26 5,28 
0,40 4,43 5,24 6,08 6,29 6,29 6,24 6,18 6,14 6,11 
0,55 4,51 6,05 7,95 8,47 8,38 8,13 7,89 7,67 7,50 
0,70 4,58 6,99 10,91 12,82 13,22 12,90 12,32 11,72 11,16 
0,85 4,63 7,86 14, 59 19,79 22,97 24,58 25,18 25,13 24,74 
1,00 4,60 8,47 17,86 26,94 34,28 39,80 43,84 46,87 49,26 
ri = 0,4 1 NUho = 6,58 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 6,18 5,84 5,25 4,76 4,34 3,98 3,66 3,38 3,13 
0,25 4,95 4,17 3,02 2,25 1,74 1,38 1 ,12 0,930 0,785 
0,40 4,33 3,66 2,51 1,73 1,24 0,928 0,719 0,574 0,469 
0,55 3,86 3,41 2,40 1 ,61 1,10 0,780 0,578 0,444 0,352 
0,70 3,46 3,24 2,53 1,79 1,23 0,865 0,622 0,462 0,353 
0,85 3,11 3,07 2,67 2,11 1,61 1,22 0,930 0,718 0,563 
1,00 2,77 2,83 2,66 2,28 1,87 1,52 1,23 1,01 0,846 
Quadro XI 
r· ]. = 0,5 ; NU· ]. o = 6,18 
~ 2 4 8 
0,05 6,16 6,17 6,18 
0,25 6,01 6,31 6,72 
0,40 5,88 6,73 7,84 
0,55 5,76 7,32 9, 74 
0,70 5,65 7,98 12,43 
0,85 5,56 8,59 15,45 
1,00 5,43 8,99 18,01 
ri = 0,5 ; NUh 0 = 6,18 
~ 2 4 8 
0,05 5,91 5,68 5,25 
0,25 4,98 4,33 3,38 
0,40 4,32 3,81 2,90 
0,55 3,82 3,49 2,77 
0,70 3,40 3,25 2,80 
0,85 3,06 3,03 2,84 
1,00 2,74 2,78 2,75 
12 16 20 
6,19 6,21 6,22 
6,93 7,04 7,08 
8,32 8,45 8,43 
10,96 11,31 11,22 
15,64 17,35 17,90 
22,06 27,50 31,53 
28,09 37,97 46,97 
12 16 20 
4,89 4,56 4, 26 
2,69 2,17 1,78 
2,18 1,66 1,28 
2,08 1,54 1,15 
2,25 1,74 1,32 
2,49 2,11 1,75 





































ri= 0,6 ; NUi 0 = 8,87 
~ 2 4 8 
0,05 8,85 8,85 8,85 
0,25 8,51 8,80 9,26 
0,40 8,10 8 ,95 10,30 
0,55 7,66 9,22 12,00 
0,70 7,30 9,53 14,17 
0,85 7,01 9,84 16,44 
1,00 6,73 10,00 18,27 
ri = 0,6 ; NUh 0 = 5,92 
~ 
. 
2 4 8 
0,05 5,73 5,57 5,27 
0,25 4,93 4,48 3,74 
0,40 4,34 3,95 3,26 
0,55 3,81 3,57 3,06 
0,70 3,37 3,26 2,99 
0,85 3,03 3,00 2,91 
1,00 2,72 2,34 2,76 
12 16 20 
8,86 8,87 8,89 
9,56 9,75 9,86 
11,13 11,55 11,71 
13,97 15,10 15,57 
18,33 21,54 23,66 
23,53 30,44 36,73 
28,13 38,82 49,82 
12 16 20 
5,00 4,75 4,53 
3,14 2,67 2,28 
2,66 2,16 1,77 
2,54 2,06 1,66 
2,63 2,25 1,88 
2,74 2,51 2,26 





































r· 1 = 0,7 ; NUi o = 13,34 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 13,32 13,32 13,32 13,32 13,33 13,34 13,35 13,36 13,37 
0,25 12,69 12,97 13,46 13,85 14,14 14,36 14,50 14,59 14,64 
0,40 11,81 12,67 14,19 15,37 16,20 16,74 17,05 17,19 17,21 
0,55 10,88 12,41 15,38 17,95 19,97 21,40 22,30 22,77 22,91 
0,70 10,09 12,23 16,81 21,40 25,66 29,36 32,36 34,62 36,17 
0,85 9,49 12,13 18,24 25,11 32,36 39,69 46,89 53,79 60,26 
1,00 8,95 11,98 19,34 28,23 38,28 49,19 60,75 72,76 85,11 
r· 1 = 0,7 ; NUho = 5,72 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5 ,60 5,49 5,29 5,10 4,93 4,76 4,60 4,46 4,32 
0,25 4,95 4,63 4,07 3,60 3,20 2,86 2,55 2,29 2,07 
0,40 4, 37 4,09 3,59 3,13 2,73 2,37 2,05 1,79 1,56 
0,55 3,82 3,64 3,30 2,95 2,60 2,27 1,96 1,69 1,45 
0,70 3,37 3,28 3,11 2,90 2,67 2,42 2,17 1, 92 1,69 
0,85 3,01 2,98 2,93 2,86 2,75 2,62 2,48 2,32 2,17 
1,00 2,71 2,71 2,73 2,74 2,71 2,66 2,59 2,51 2,43 
Quadro XIV 
ri = 0,8 ; NU· io 
~ 2 4 
0,05 22,27 22,27 
0,25 21,09 21,36 
0,40 19,28 20,13 
0,55 17,36 18,86 
0,70 15,75 17,79 
0,85 14,51 16,99 
1,00 1,348 16,28 
r· 1 = 0,8 ; NUh 0 
~ 2 4 
0,05 5,50 5,44 
0,25 4,98 4,78 
O ,40 4·,41 4,23 
0,55 3,84 3,72 
0,70 3,37 3,31 
0,85 3,01 2,98 
1,00 2,71 2,70 
= 22,31 
8 12 16 
22,26 22,26 22,26 
21,86 22,31 22,70 
21,75 23,20 24,46 
21,86 24,77 27,46 
22,13 26,72 31,36 
22,52 28,72 35,46 
22,73 30,29 38,86 
= 5,58 
8 12 16 
5,32 5,20 5,09 
4,40 4,07 3,77 
3,89 3,59 3,30 
3,50 3,29 3,08 
3,19 3,09 2,97 
2,94 2,91 2,87 





















































ri = 0,9 ; NU· 1 o = 49,231 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 49,15 49,14 49,13 49,12 49,10 49,09 49,09 49,08 49,08 
0,25 46,26 46,54 47,04 47,52 47,99 48,44 48,84 49,25 49,62 
0,40 41,74 42,60 44,25 45,86 47,40 48,90 50,31 51,59 52,81 
0,55 36,85 38,28 41,23 44,21 47,17 50,12 52,94 55,72 58,41 
0,70 33,11 35,09 39,18 43,43 47,86 52,38 57,00 61,66 66,34 
0,85 30,11 32,50 37,54 42,93 48,67 54,75 61,15 67,81 74,71 
1,00 27,15 29,78 35,40 41,53 48,21 55,42 63 ,15 71,39 80,09 
r· 1 = 0,9 ; NUho = 5,470 
~ 2 4 8 • 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,43 5,40 5,35 5,29 5,23 5,18 5,13 5,08 5,03 
0,25 5,01 4,91 4,72 4,54 4,38 4,22 4,07 3,93 3,79 
0,40 4,45 4,36 4,19 4,03 3,88 3,73 3,59 3,46 3,32 
0,55 3,87 3,81 3,69 3,59 3,48 3,38 3,28 3,19 3,09 
0,70 3,42 3,39 3,32 3,26 3,21 3,15 3,10 3,05 2,99 
0,85 3,07 3,05 3,02 2,99 2,97 2,96 2,94 2,92 2,91 
1,00 2,72 2,72 2,70 2,70 2,70 2,70 2,71 2,71 2,72 
Quadro XVI 
110 
Nas figuras (VI-27) - (VI-34) estão estabelecidas, para 
cada valor de ri entre 0,2 e 0,9, as dependências entre o Número 
de Nusselt, L em, para We 
foram calculados com base 
= O. Os números de Nusselt NU 
m 
na equaçao (IV-43), e as curvas 
= NUDi 
foram 
traçadas com os dados das tabelas IX a XVI. Nas citadas tabelas , 
para efeito de comparação, são apresentados os valores numêricos 
do número de Nusselt baseado no diâmetro hidráulico e na tempera-
tura média da parede aletada, os quais foram calculadas pela equ~ 
çao (IV-44) para We = O. 
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Fig. (VI-35) - Efeito do fluxo das aletas sobre o desempenho da 
Parede aletada para ri= 0,4. 
111 
representado o número de Nusselt NU em função do número e da al-
m 
tura das aletas para o caso particular der.= 0,4 e W = O. 
i e 
A influência de W e sobre a dependência do número de 
Nusselt NUni com me L, pode ser avaliada na figura (VI-36), onde, 
parar.= 0,4 foram considerados valores moderados de W entre 
i e 
-0,2 e 0,2, isto e, perda e ganho de calor em torno de 20%. Comba 
se nesta figura, a influência de W sobre o numero ótimo de ale-
e 
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Fig. (VI-36) - Efeito do fluxo externo sobre o desempenho do Dupl~ 
Tubo aletado parar. = 0,4. 
1 
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Outros padrões de distribuição de temperatura e curvas 
de Nusselt podem ser encontrados na referência [46] para o caso 
especial de L = 1. 
A geraçao de calor no fluido é um parâmetro de influên 
eia considerável sobre o numero de Nusselt, como foi observado em 
[34] . 
Como o duplo-tubo aletado é considerado no projeto de 
alguns tipos de reatores nucleares, justifica-se examinar também 
neste caso o efeito da geração de calor no fluido. 
A figura (VI-37) a qual corresponde ar.= 0,4, mostra 
1 
um caso típico, onde À e o parâmetro de geração de calor no 
fluido definido no capítulo IV. 














r1 = o.4 








20 24 28 azm 
Fig. (VI-37) - Efeito da geraçao de calor no fluido sobre o número 
de Nusselt parar.= 0,4, L = 0,85 e W = O. 
1 e 
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VI.3 -Resultados da transferência de Calor para Temperatura Pres-
crita 
Para compreender certas características locais da trans 
ferência do calor nas aletas sob a condição de temperatura cons-
tante na parede aletada, é conveniente visualizar algumas s solu-
ções da equação integral (V-16). 
A figura (VI-38), representa urna família de soluções de 
(V-16) calculada pela aproximação linear expressa pela equação 
(V-28) para valores de N entre 21 e 31. O limite superior de 
3 ,5 
m1,2 
T ,i:\\ ----,ri n = o,s 
"[3e = 0,0 
~ 32 ,o +-. .. -
~ V 
3 
/Z, ~ m:=2 
,5 
,_ 
lff 1/ . 
2 
2 
J; V !/ 
8 
,,....--- ,__ 









'/ l/ 8 J _....-
' 32_ 
/; /, / ~ / / ,o 
/ 'li '/ y V / 
J / 
16 
1/1 li/IV(/ A ~ /'-,!-
,5 
1/ V/vi' / ,:2r-/ --- V IVr1~ .. 
7 1/ r/ J 32 8 i- J __L I"-
- 1 32· 
L=""05 L"'" Lt 40 L=O.SO l,.- ·"70 = 
o 
0,25 0,50 
O, 75 (.L=.11) 
1 - r1 
1,0 o 
Fig. (VI-38)-Soluções da equaçao integral (V-16) no intervalo 
ra ~ r ~ 1 parar.= 0,5, W = O e para vários valo-
i e 
res de me L. 
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tais soluções para a relação de raios r., como foi constatado, é 
1 
o perfil de temperatura associado ao duplo-tubo não-aletado de 
relação de raio r. para as mesmas condições de fluxo externo. 
1 
Tais soluções, para cada altura de aleta L fixa,tem um 
limite inferior com m, o qual parece ser o perfil de temperatura 
correspondente a um duplo-tubo não-aletado cuja relação de raios 
era, como pode ser constatado nos casos típicos representados 




n = o,3 










'DUPLO-TUBO NÃO-ALETADO {q = 0,72) 
0,5 0,75 
( .Lc.!9 ) 
1 - ro 
1,0 
Fig. (VI-39) - Limite inferior das soluções da equaçao integral 
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'Cl.PLO-TUBO NÃO·ALETAOO tn::o,el 12BJ 
0,50 0,75 
(.!'.....:-'il) 1 - ra 
1,0 
Fig. (VI-40) - Limite inferior das soluções da equaçao integral 
(V-16) parar.= 0,5, L = 0,6 e W = O. 
1 e 
A influência do fluxo externo sobre o comportamento das 
soluções da equação integral foi também analisada; um caso espe-
cial foi representado na figura (VI-41), para valores particula -
res der.= 0,4 e L = 0,4. 
1 
Esta figura representa um comportamento típico das sol~ 
çoes da equação (V-16) sob a influência do fluxo externo,como mos 
traram oscáiculos,para várias relações de raios e várias alturas 
de aletas arbitrariamente escolhidas. 
A distribuição da temperatura na secção transversal do 
duto foi calculada com base nas equações (V-31) e (V-54); as cur-
vas isotérmicas para este caso,também foram calculadas pelo mesmo 
116 
7------------------~------, 
,o'r n =o,4 
L = o.4 m =2 -.----{---, We =-0,2) -· ( - , We = O,O l -----+------j--=--- ----j 6 
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o 0,25 0,50 0,75 '·º 
(~) 1 - rc 
Fig. (VI-41) - Influência do fluxo externo sobre as soluções da 
equação integral (V-16). 
procedimento usado na construção das curvas isocinéticas do ca-
pítulo III. 
A distribuição de T/Tb, a qual é equivalente à distrib~ 
ição de (T* Tf*)/(Tb* - Tf*) no setor, foi calculada para oca-
so particular der.= 0,4 e L = 0,6,para números de aletas m i-
1 
guais a 2, 4, 8 e 16; os resultados são vistos nas figuras 
(VI-42) - (VI-51). 
As figuras (VI-42) - (VI-45), correspondem ao caso dei 
solamento externo, 
O efeito 
isto é, w = o. 
e 
do fluxo externo sobre a distribuição de temp~ 
ratura foi examinado para valores particulares de We iguais a 
0,20 e -0,55. 
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Fig. (VI-42) - Distribuição de temperatura T/Tb para ri= 0,4, 
L = 0,6, m = 2 e W = O. 
e 
Fig. (VI-43) - Distribuição 
L = 0,6, m = 
118 
de temperatura T/Tb 














Paralelamente ao cálculo da distribuição de temperatu-
ra, foi calculada a derivada radial ao longo da parede externa 
pela equação 
cujos resultados concordam muito bem com a con-
dição de contorno prescrita pela equação (V -49), isto é, 
1 = - u (1 -
2 m 
r. 2) W /(1 - W) 
1 e e 
(VI-2) 
Fig. (VI-45) - Distribuição de temperatura T/Tb para ri= 0,4, 
L = 0,6, m = 16 e W = O. 
e 
Os padrões de distribuição de temperatura, para esses 
casos sao vistos nas figuras (VI-46) - (VI-51). 
Para o caso particular de L = 1,0, isto e, altura das 
aletas igual à diferença dos raios dos tubos, foi examinado o 
efeito da relação de raios e do número de aletas sobre a distri-
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Fig. (VI-46) - Distribuição de temperatura T/Tb 
L = 0,6, m = 2 e W = 0,2. 
e 
parar. = 0,4, 
1 
122 
Fig, (VI-47) - Distribuição de temperatura T/Tb 




Fig. (VI-48) - Distribuição 
L=0,6,m= 
123 
de temperatura T/Tb 
8 e W = 0,2. 
e 





l. 2 4 6 
(VI-49) - Distribuição 
L = 0,2, m = 
de temperatura T/Tb 




Fig. (VI-50) - Distribuição 
L = 0,6, m = 
125 
de temperatura 
4 e W = -0,55 
e 
parar. = 0,4, 
1 
Fig. (VI-51) - Distribuição 
L = 0,6, m = 
126 
de temperatura T/Tb 






buição de temperatura T/Tb, sobre a linha de sirnentria do setor de 
coroa circular da figura (III-1). Paralelamente, foi analisada a 
influência destes mesmos parâmetros sobre a distribuição de flu-
xo local q /q, nas aletas e no tubo interno. As figuras (VI-52)-a a 
(VI-57) ilustram essa análise para o caso particular de W = O, on 
e -
de o fluxo local foi calculado por aproximação linear da derivada 
normal da temperatura na parede aletada. 
A visualização do efeito produzido pela variação da altu 
ra das aletas, sobre a distribuição de fluxo local nas aletas e no 
tubo interno para L < 1, é bastante elucidativa, no que concerne à 
análise de desempenho da parede aletada. 
Foram calculados dois padrões dessa distribuição para o 
caso particular de ri= 0,3; caso onde o desempenho do duplo-tubo 
aletado é bastante elevado. Os resultados são apresentados nas fi-
guras (VI-58) e (VI-59); o fluxo local foi calculado também por a-
proximação linear da derivada normal da temperatura na parede ale-
tada. Na extremidade das aletas porém, surge imprecisão de cálculo 
devido a existência de oscilações de Gibbs, decorrentes da série 
de Fourier representativa da condição de contorno, isto é, da solu 
çao da equação integral (V-16). Por isso, os valores do fluxo lo-
cal na extremidade das aletas foram extrapolados dos valores próx~ 
mos da extremidade, correspondentes ar< r. 
a 
O desempenho da parede aletada, para a condição de con -
torno discutida no capítulo V, e avaliado com base nas curvas de 
dependência, entre o numero de Nusselt 




i definido pela 
L, para cada valor de We f~ 
As figuras (VI-60)-(VI-67) mostram as curvas de NUm/NU 0 
corno funções do número de aletas rn, para cada altura de aletas L, 
fixa e para cada relação de raios ri, no 
isto é, isolamento no tubo externo, onde 
caso particular de We = O 
NU é o número de Nusselt 
o 
relativo ao duplo-tubo não aletado. Os valores de NUm foram calcu-
lados analiticamente pelas equaçoes (V-44) e (V-54) para ri 2 0,3, 
e foram calculados numericamente para ri< 0,3. A tempera-
tura média de mistura Tb para ri< 0,3, foi calculada nurnericamen 




















/, 1/ Í\ \~ 1"-. 
\ V/li ~~ 1\ \ / 
\ \ 0411;; l~ 
\ \ Ir; ............ 
' -= 2 
r-----:... 
- o 
\, i rf-f --- r------._ '"' \ // \ --
"" 




º4 ~- ~ 3c 0,2 o,4 o,s o,e 40 op 
29/90 
0,2 0,4 o,s o.e 
(L:...!L) 1 - r1 
1,0 
Fig. (VI-52) - Efeito do numero de aletas sobre 
a distribuição de fluxo local nas aletas e no 
tubo interno parar.= 0,3 e W = O. 
1 e 
2p,~---~---------------
.a 1,e,I---- ri = o, 3 --f-----f-----,-p..._.---1 
... L = 11 0 
...... J3•= 0,0 
... l,6il---,---,---t:2~,~~~;:::J 
0,2 0,4 0,6 0 18 110 
( .!....:...!!. ) 1 - r1 
Fig. (VI-53) - Efeito do número de aletas 
sobre a distribuição de temperatura T/Tb 
ao longo da linha de simetria do setor, 
parar.= 0,3 e W = O. 
1 e 
2,2----------------------------
2,0 - --1---l-_ __j_ __ r1 = o,s --+-----1-------l----1 
L = 1,0 
j3e = o,o 
1








o 0,2 0,4 o,s O/J 1,0 op - 0,2 0,4 o,s o,e ,,o 
20/00 
(.':....::...!l) 1 • í1 
Fig. (VI-54) - Efeito do numero de aletas sobre 
a distribuição de fluxo local nas aletas e no 
tubo interno parar. = 0,5 e W = O. 
1 e 
2,0r---------~---~---------
,,ai--- n = o,e --+----~----1-----1 
L = 110 
/3e a 0,0 
t. l,6,---r--'-----1----j~~~;:.~~~fJ 
1- 1,4'-----'--
-- -- - --· -·----l-------l 
o 0,2 0,4 0,6 0,8 ,,o 
( .".....:...".) 
1 - n 
Fig~(VI-55) - Efeito do número de aletas 
sobre a distribuição de temperatura T/Tb 
ao longo da linha de simetria do setor, 
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' ( .!....::-.!i. ) 
1 - ÍJ 
1,0 
Fig. (VI-56) - Efeito do numero de aletas sobre Fig. (VI-57) - Efeito do número de aletas 
a distribuição de fluxo local nas aletas e 
tubo interno parar.= 0,7 e W o. 
1 e 
no sobre a distribuição de temperatura T/Tb 
ao longo da linha de simetria do setor, 
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Fig. (VI-58) - Efeito da variação 
tribuição de fluxo 
m = 2 e W = O. 
da altura das aletas sobre adis 
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Fig. (VI-59) - Efeito da variação da altura das aletas sobre a 
distribuição de fluxo 
m = 8 e W = O. 
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Fig. (VI-67) 
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os resultados desses cálculos sao apresentados nos quadros XVII 
a XXIV. 
O efeito do fluxo térmico externo sobre o desempenho da 
parede aletada, foi avaliado parar.= 0,4 para valores partícula 
1 -
res de W iguais 
e 
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Fig. (VI-68) - Efeito do fluxo externo sobre o desempenho do Du-
plo-tubo aletado parar.= 0,4. 
1 
-
ri= 0,2 ; NU· io = 2,12 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 2,15 2,17 2,21 2,24 2,27 
0,25 2,58 3,08 3,62 3,83 3,93 
0,40 3,04 4,31 5,55 5,89 6,02 
0,55 3 ,45 5,96 9,23 10,10 10,23 
0,70 3,71 7,61 16,23 21,13 22,70 
0,85 3,85 8,61 23,69 42,30 61,27 
1,00 3,90 8,93 26,14 50,72 81,86 
r· = 0,2 ; NUho = 8,50 1 
~ 2 4 8 12 16 
0,05 7 ,45 6,63 5,39 4,51 3,84 
0,25 5,71 4,47 2,86 1,94 1,39 
0,40 5,16 4,23 2,60 1,64 1,12 
0,55 4,66 4,28 2,89 1,79 1,17 
0,70 4,12 4,18 3,65 2,60 1,76 
0,85 3,58 3,75 4,02 3,82 3,44 






















































r· = 0,3 1 1 NUio = 3,10 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 3,11 3,13 3,15 3,18 3,20 3,23 3,26 3,27 3,29 
0,25 3 ,4 7 3,92 4,57 4,89 5,05 5,15 5,21 5,25 5,28 
0,40 3,86 5,07 6,78 7,39 7,58 7,67 7,70 7,72 7,75 
0,55 4,19 6,51 10,84 12,60 12,97 12,95 12,80 12,65 12,53 
0,70 4,40 7,81 17,33 24,92 28,58 29,61 29,20 28,33 27,36 
0,85 4,52 8,58 23,03 42,71 64,71 86,21 105,03 119,57 129,15 
1,00 4,55 8,82 24,76 48,64 79,50 117,07 161,16 212,10 269,27 
-
ri = 0,3 1 NUho = 7,24 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 6,65 6,15 5,31 4,65 4,12 3,70 3,33 3,02 2,75 
0,25 5,44 4,48 3,20 2,33 1,76 1,37 1,10 0,898 0,749 
0,40 4,97 4,24 3,03 2,07 1,46 1,09 0,836 0,663 0,539 
0,55 4,53 4,19 3,38 2;;.3 4 1,60 1,14 0,847 0,652 0,517 
0,70 4,06 4,99 4,00 3,29 2,45 1,78 1,30 0,975 0,748 
0,85 3,61 3,59 4,10 4,23 4,08 3,77 3,37 2,94 2,51 
1,00 3,18 3,07 3,51 3,74 3,85 3,89 3,91 3,91 3,91 
Quadro XVIII 
r· = 0,4 ; NU· = 4, 39 1 io 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 4,40 4,41 4,43 4,45 4,47 4,48 4,50 4,52 4,53 
0,25 4,71 5,11 5,82 6,28 6,53 6,67 6,75 6,81 6,95 
0,40 5,03 6,13 8,19 9,29 9,71 9,84 9,88 9,88 9,88 
0,55 5,30 7,32 12,24 15,45 16,75 16,97 16,83 16,45 16,20 
0,70 5,47 8,30 17,61 27,61 34,71 38,20 39,10 38,57 37,47 
0,85 5,56 8,87 21,55 40,40 63,26 88,11 112,54 133,71 152,23 
1,00 5,60 9,07 22,86 44,62 73,52 109,31 151,40 197,10 251,55 
-
ri = 0,4 ; NUh 0 = 6,58 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 6,21 5,88 5,29 4,79 4,37 4,01 3,69 3,41 3,16 
0,25 5,34 4,56 3,51 2,75 2,18 1,76 1,44 1,20 1,02 
0,40 4,92 4,28 3,38 2,56 1,92 1,46 1,15 0,924 0,759 
0,55 4,53 4,12 3,70 2,94 2,19 1,63 1,23 0,952 0,760 
0,70 4,13 3,86 4,08 3,85 3,24 2,56 1,97 1,52 1,18 
0,85 3,74 3,46 3,95 4,32 4,43 4,37 4,15 3,82 3,46 
.· l, 00 3,37 3,03 3,40 3,77 4,01 4,17 4,26 4,27 4,32 
Quadro XIX 
r· = 0,5 1 ; NUio = 6,18 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 6,19 6,20 6,21 6,23 6,24 6,26 6,28 6,29 6,31 
0,25 6,46 6,82 7,54 8,11 8,50 8,75 8,91 9,00 9,07 
0,40 6,74 7,69 9,88 11,55 12,47 12,88 13 ,03 13,06 13,04 
0,55 6,96 8,62 13,50 18,07 20,92 22,17 22,46 22,29 21,96 
0,70 7,97 9,35 17,56 28,33 38,72 46,53 51,09 52,96 52,97 
0,85 7,17 9,77 20,24 36,73 58,16 83,21 110,56 138,89 165,62 
1,00 7,21 9,93 21,21 39,61 64,70 96,22 134,02 178,30 227,55 
r· 1 = 0,5 ; NUho = 6,18 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,93 5,71 5,29 4,92 4,59 4,29 4,03 3,79 3,57 
0,25 5,29 4,67 3,80 3,15 2,63 2,21 1,87 1,60 1,38 
0,40 4,95 4,35 3,65 3,03 2,44 1,96 1,59 1,31 1,09 
0,55 4,62 4,11 3,83 3,43 2,85 2,27 1,80 1,43 1,16 
0,70 4,27 3,81 3,96 4,08 3,88 3,43 2,89 2,38 1,93 
0,85 3,94 3,45 3,72 4,15 4,47 4,63 4,66 4,59 4,41 
1,00 3,63 3,06 3,23 3,61 3,94 4,18 4,37 4,53 4,63 
Quadro XX 
-
ri = 0,6 ; NUi 0 = 8,87 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 8,87 8,88 8,89 8,90 8,91 8,93 8,94 8,95 8,97 
0,25 9,11 9,42 10,11 10,74 11,27 11,67 11,97 12,18 12,32 
0,40 9,36 10,15 12,23 14,26 15,83 16,86 17,45 17,73 17,84 
0,55 9,55 10,86 15,16 20,25 24,79 28,03 29,90 30,71 30,85 
0,70 9,66 11,38 18,04 27,84 39,25 50,60 60,36 67,58 72,12 
0,85 9,73 11,68 19,86 33,25 51,31 7 3 ,62 99,62 128,51 159,41 
1,00 9,76 11,80 20,50 35,05 55,15 80,69 111,65 147,96 189,56 
r· 1 = 0,6 ; NUho = 5,91 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,75 5,59 5,29 5,02 4,78 4,55 4,34 4,14 3,96 
0,25 5,28 4,80 4,08 3,53 3,08 2,70 2,37 2,10 1,86 
0,40 5,02 4,48 3,87 3,41 2,97 2,55 2,17 1,85 1,58 
0,55 4,75 4,20 3,87 3,69 3,39 2,99 2,56 2,16 1,81 
0,70 4,47 3,89 3,80 4,00 4,10 4,02 3,77 3,41 3,00 
0,85 4,20 3,56 3,52 3,87 4,23 4,53 4,75 4,89 4,96 
1,00 3,94 3,23 3,09 3,37 3,68 3,96 4,20 4,40 4,57 
Quadro XXI 
r· l. = 0,7 ; NUio = 13,33 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 13,35 13,36 13,37 13,38 13,39 13,40 13,41 13,42 13,43 
0,25 13,57 13,84 14,47 15,12 15,73 16,28 16,75 17,13 17,44 
0,40 13,80 14,43 16,24 18,35 20,30 22,14 23,53 24,25 25,24 
0,55 13,96 14,95 18,37 23,07 28,21 33,18 37,44 40,72 43,00 
0,70 14,06 15,31 20,21 27,97 37,88 49,29 61,41 73,29 84,22 
0,85 14,12 15,53 2I,35 31,34 44,85 61,97 82,48 106,13 132,78 
1,00 14,15 15,62 21,78 32,43 47,28 66,21 89,19 116,25 147,47 
r· = 0,7 ; NUho = 5,72 l. 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,61 5,55 5,31 5;13 4,95 4,78 4,63 4,48 4,33 
0,25 5,30 4,94 4,38 3,93 3,56 3,24 2,95 2,70 2,47 
0,40 5,10 4,66 4,11 3,74 3,43 3,13 2,84 2,55 2,29 
0,55 4,90 4,39 3,94 3,79 3,68 3,51 3,29 3,02 2,72 
0,70 4,69 4,10 3,73 3,79 3,94 4,06 4,11 4,07 3,94 
0,85 4,48 3,82 3 ,43 3,56 3,82 4,09 4,35 4,58 4,79 
1,00 4,28 3,54 3,08 3,15 3,35 3,58 3,81 4,02 4,21 
Quadro XXII 
ri = 0,8 ; NUio = 22,31 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 22,32 22,32 22,33 22,34 22,35 22,36 22,37 22,38 22,39 
0,25 22,52 22,76 23,30 23,91 24,54 25,17 25,76 26,32 26,83 
0,40 22,73 23,24 24,64 26,48 28,50 30,59 32,61 34,48 36,19 
0,55 22,87 23,64 26,02 29,60 34,05 39,03 44,23 49,44 54,41 
0,70 22,96 23,88 27,03 32,21 39,33 48,01 58,03 69,20 81,19 
0,85 23,02 24,06 27,70 34,01 42,97 54,48 68,32 84,65 103,23 
1,00 23,05 24,13 27,95 34,64 44,28 56,72 71,84 89,60 109,96 
ri = 0,8 ; NUho = 5 ,.58 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,52 5,45 5,33 5,22 5,11 5,00 4,90 4,80 4,70 
0,25 5,32 5,09 4,69 4,36 4,08 3,82 3,59 3,39 3,19 
0,40 5,19 4,88 4,41 4,09 3,85. 3,64 3,45 3,26 3,08 
0,55 5,06 4,67 4,17 3,93 3,82 3,74 3,68 3,59 3,49 
0,70 4,92 4,44 3,90 3,72 3,72 3,80 3,89 3,99 4,07 
0,85 4,78 4,23 3,62 3,45 3,48 3,61 3,78 3,97 4,16 
1,00 4,64 4,01 3,33 3,11 3,11 3,20 3,34 3,49 3,64 
Quadro XXIII 
r· 1 = 0,9 ; NUio = 49,231 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 49,23 49,24 49,25 49,26 49,27 49,29 49,30 49,31 49,32 
0,25 49,42 49,62 50,05 50,53 51,05 51,63 52,17 52,77 53,39 
O, 4 O 49,62 50,05 51,05 52,26 53,75 53,39 57,30 59,19 61,15 
0,55 49,74 50,32 51,78 53,75 26,28 59,40 63,05 67,16 71,58 
0,70 49,87 50,61 52,52 55,15 58,76 63,26 68,84 75,24 82,69 
0,85 49,96 50,82 53,03 56,13 60,45 66,10 73,11 81,47 90,99 
1,00 49,92 50,74 52,90 56,00 60,34 66,11 73,33 82,09 92,07 
ri = 0,9 ; NUho = 5,470 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,05 5,44 5,41 5,36 5,31 5,26 5,20 5,15 5,10 5,05 
0,25 5,35 5,24 5,03 4,83 4,66 4,50 4,34 4,21 4,08 
0,40 5,29 5,13 4,84 4,59 4,40 4,23 4,09 3,97 3,85 
0,55 5,22 5,00 4,64 4, 36 4,16 4,01 3,91 3,84 3,79 
0,70 5,16 4,89 4,45 4,14 3,94 3,81 3,74 3,72 3,73 
0,85 5,09 4,77 4,26 3,91 3,69 3,57 3,52 3,51 3,54 
1,00 5,01 4,63 4,04 3,64 3,38 3,22 3,14 3,12 3 ,12 
Quadro XXIV 
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VI. 4 - Comparação dos Resultados 
Parecem existir muito poucos d.ades experimentais e teó 
ricos disponíveis, referentes ao estudo da convecção forçada larni 
nar em dutos aletados. Até a presente data, os Únicos estudos 
teóricos a respeito parecem estar contidos em [34], [42]. e [49]. 
Contudo, para certos casos-limite, a geometria da sec-
çao transversal do duplo-tubo aletado se assemelha a geometrias 
de secções de dutos para os quais já foram feitos estudos sobre 
convecçao forçada laminar, como e o caso de [3] e [45]. 
Por exemplo, para L = 1, a medida quer. tende a zero, 
i 
o setor de coroa circular de raio interno r. e ângulo e, segun-
i o 
do a figura (III-1), tende a um setor de círculo com mesmo ângu-
lo de abertura e. Para várias relações de raios r., foram comp~ 
o i 
rados os resultados obtidos na presente pesquisa, com os resulta 
dos de [3]. 
Na realidade, esta comparação não é apropriada uma vez que 
na geometria de [3], foram analisadas para a secção de setor cir 
cular, duas condições homogêneas de contorno; o fluxo térmico p~ 
rifericamente constante e temperatura perifericamente constante, 
com fluxo constante no sentido longitudinal. No presente traba -
lho, porém, o fluxo térmico no tubo externo é nulo para as duas 
condições de contorno discutidas. Contudo, para pequenos angu-
los, isto e, números de aletas da ordem de 32, espera-se que a 
condição de fluxo nulo, a qual é reduzida a uma pequena área, te 
nha papel irrelevante sobre o número de Nusselt. A conparação 
dos dados do presente trabalho para relações de raios da ordem 
de 0,1, 0,05 e 0,01 , e feita através da figura (VI-69) ,na 
qual NUf e NUt são números de Nusselt baseados no diâmetro 
hidráulico, os quais sao expressos pelas equaçoes (IV-48) e 
(V-51) respectivamente, para Wa=l e We=O . Esta figura foi 
construída com base nos dados numéricos do quadro XXV. 
t possível escolher valores de W para o caso discuti-
e 
do no capítulo IV, tal que, s. = S = S , isto é, o fluxo térmi-
i a e 
co seja perifericamente constante. Também é possível escolher va 
Valores de f . Reoh ; L = 1,0 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,3 16,86 14,82 14,63 15,24 15,76 16,15 16,46 16,70 16,89 
0,2 16,09 14,69 14,83 15,20 15,46 15,64 15,77 15,87 15,95 
0,1 15,61 14,80 14,63 14,58 14,54 14,51 14,49 14,48 14,47 
0,01 15,57 14,85 14,30 14,02 13,85 13,74 13,67 13,61 13,56 
Número de Nusselt NUf ; L = 1,0 ; wa = 1,0 ; we = o 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,3 2,60 2,91 2,71 2,09 1,53 1,131 0,858 0,668 0,537 
0,2 2,77 3,00 2,32 1,50 0,985 0,682 0,497 0,381 0,305 
0,1 2,97 2,97 1,79 1,00 0,610 0,409 0,296 0,229 0,190 
0,05 3,08 2,91 1,54 0,816 0,470 0,308 0,217 0,162 0,128 
Número de Nusselt NUt ; L = 1,0 ; We = o 
~ 2 4 8 12 16 20 24 28 32 
0,3 3,18 3,07 3,51 3,74 3,85 3,89 3,91 3,91 3,91 
0,2 3;09 3,17 3 ,46 3,51 3,49 3,47 3,44 3,41 3,38 
0,1 3,11 3,23 3,25 3,15 3,08 3,01 2,96 2,91 2,87 
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Comparação do caso-limite L = l 




= 0,0 com os re 
!ores de W para o caso discutido no capítulo V tal que a tempera 
e 
tura média na fronteira se aproxime da temperatura Tf* (Tf= O) , 
prescrita na parede aletada. Esses casos especiais são equivalen-
tes às categorias de condições de contorno H1 e H2 , discutidas em 
[ 45] • 
Nos quadros XXVI sao comparados os resultados relativos 
a várias formas geométricas semelhantes a secções retangulares . 
Neste quadro, os números de Nusselt NU e NU referentes ao caso 
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FLUXO PRESCRITO TEMPERATURA PRESCRITA 
GEOMETRIAS f. Re Dh NU NU NU NO 
~ 
n = o,43s1 
14,352 3, 1 21 3, O 8 O 3, 2 5 3 3,524 
m =e 
Wº n =o,s71e 14,257 3, t O 5 3 1 0 B 5 3,2 7 1 3,s se 1 m = 16 
- [:E] r; =0,7685 ,; 14, 2 4 O 3,099 3,086 3, 2 72 3, 5 7 1 m = 24 
cl.O 
0 íi =0,8212 14, 2 3 5 3,096 3,087 3,272 3,578 1 m =32 
wº 14,227 3,091 3,608 
Ç1] ri = o,4361 15,362 m = ,s 2, 7 2 O 2, B 04 3,754 3,9 O 3 
G' íj =0,5650 'º i m = 24 15,468 2,946 2,916 3, B 78 3,963 
-1"' 
G}] " q = 0,6718 15, 5 O 3 3, O 5 4 2,9 6 1 3,815 3,9 6 3 ' m = 32 c!.O 
Wº n = o,sos4 15,547 2,736 3,0 1 9 3, 22 8 3, 7 9 O m = 32 
c=Ja 15, 5 4 8 3,0 1 7 4, I 2 3 
e 'º J 
l'j =0,3127 
16, 5 O 5 1,045 1, 2 5 5 3,734 3,945 
b m = 24 
J Íj .=0,4361 -l<t [ ja 17, 2 1 7 1,409 1,s se 4, I O 7 4,261 b m = 32 
" 
ci.o E----:1 n ª o.o••" 1e,22 4 2,430 2, 9 3 1 '3, 8 4 3 4, 7 O 7 ªm = 24 
b 
1 la 1e,23 3 2,9 3 O s, 3 3 1 
b 
Quadro XXVI - Comparação do caso-limite das geometria equivaleg 
tes com os resultados de SHAH & LOND0N4 s, 
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do fluxo prescrito foram calculados pelas equações (IV-48) e 
(IV-49) enquanto que NU e NU referentes ao caso da temperatura 
prescrita foram calculados pelas equações (V-51) e (V-56) respe~ 
tivamente. 
Um outro caso limite interessante de ser analisado e o 
limite quando m cresce indefinidamente. Quando o número de ale 
tas cresce indefinidamente, espera-se que o espaçamento entre as 
aletas possa uniformizar a distribuição de temperatura entre e-
las. Espera-se portanto que, depois de certo limite, o conjunto 
das aletas se comporte como um novo tubo interno cujo raio seja 
o raio da ponta das aletas r. Esta hipótese pode ser inferida 
a 
das figuras correspondentes às soluções das equações integrais e 
dos padrões de campo de velocidade e de temperatura param= 16. 
Contudo, este caso-limite foi analisado parar.= 0,5 e W = O 
1 e 
os resultados são vistos na figura (VI-70), onde NU (r /r.) é o 
m a 1 
número de Nusselt equivalente ao número de Nusselt NUDa corres-
pondente ao duplo-tubo cujo diàmetro interno é D. 
a 
Todos os dados apresentados neste capítulo foram calcu 
lados num computador IBM 370/135,através de um programa unifica-
do em linguagem FORTRAN. A listagem do programa e dos dados aqui 





q = 0.5 
We = O.O ª/ 1 
Gf""'.-----1-----+-------j-----t------j 
Q5 0.6 0.7 0.8 0.9 r, 1.0 
Fig. (VI-70) - Comparação do caso-limite para grandes numeras de 





DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 
VII.l - Distribuição de Velocidade e Perda de Carga 
Antes de quaisquer discussões de caráter quantitativo SQ 
bre a perda de carga no duplo tubo aletado, fazem-se necessárias 
considerações qualitativas sobre a influência do número de aletas 
e da altura das mesmas sobre a distribuição de velocidade na sec 
çao transversal do duto. 
As soluções expostas nas figuras (V!I-1)-(VI-3) respon-
dem de certa forma ao estabelcimento da hipótese inicial de que a 
espessura das aletas é desprezável; pelo comportamento das solu-
ções na vizinhança da extremidade das aletas, não ê surpreendente 
o fato de que as extremidades das aletas sejam pontos de concentr~ 
ção de gradientes ou · então , de tensões viscosas, como pode-
se observar nas distribuições de velocidade das figuras (VI-4) 
(VI-7). Na prática, esse fenómeno ocorre tanto mais intensamente, 
quanto mais delgadas forem as aletas. 
Nas figuras (VI-2) e (VI-3), constata-se também a exis-
tência do limite interior para as soluções da equação (III-22); es 
ses limites ocorrem, como consequência do fato de o aumento do nu 
mero de aletas deslocar os núcleos individuais de escoamento, sep~ 
rados pelos pontos "sela", para fora da parede aletada, o que re-
sulta, no limite, um escoamento análogo ao escoamento laminar de 
um duplo-tubo não-aletado cuja relação de raios é ra, conforme o 
padrão de campo de velocidade visto na figura (VI-7). A aproxim~ 
çao do escoamento do duplo-tubo aletado ao limite, na realidade 
nao se faz uniformemente, pelo fato de a derivada radial da veloci 
dade na extremidade das aletas ser singular. 
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A configuração do campo de velocidade, depende no escoa 
menta laminar, somente da geometria da secção transversal do duto, 
isto é, do número e altura das aletas. À medida que a altura L das 
aletas aumenta, os núcleos de escoamento aumentam sua identidade, 
até o limite L = 1, para o qual os escoamentos se tornam indepeg 
dentes. Os padr9es de distribuição de velocidade, neste caso, po-
dem ser vistos em [46]. O aumento do número de aletas m, por o~ 
tro lado, diminui a identidade desses núcleos de escoamento, gerag 
do no limite quando 
plo-tubo não-aletado 
correspondente a uma 
midade das aletas. 
m tende ao infinito, o escoamento de um du 
de relação de raios ra, onde 
superfície cilíndrica passando 




Esta discussão inicial auxiliará em grande parte, a in 
terpretar o comportamento das curvas de fator de atrito contidas 
nas figuras (VI-9)-(VI-16). Nessas figuras, para todas as relações 
de raios ri no intervalo 0,2 ~ri~ 0,9 as curvas de f. ReDh 
apresentam um mínimo para valores de L vizinhos da unidade, sen 
do que esses mínimos correspondem a valores de f.Renh próximos de 
14,22; esse resultado não é surpreendente, uma vez que para cada 
relação de raio ri, o ponto de mínimo m para L = 1, correspog 
de a secções transversais cujas geometrias se assemelham a geom~ 
triada secção transversal de um duto quadrangular, para o qual o 
produto f.Renh é igual a 14,22. 
A existência dos mínimos para L vizinho da unidade PQ 
de ser interpretada em função da identificação dos núcleos secundá 
rios de escoamento, os quais adquirem identidade a medida que L 
cresce. O aumento de m, por sua vez, a partir do valor de m cor 
respondente ao mínimo, elimina essa identidade, como também pode 
ser observado na figura (VI-7). 
O outro conjunto de curvas, representativas do produto 
f.Renh (De/Dh), o qual é função somente do inverso da velocidade 
média adimensional um, serve para três propósitos; nos mostram a 
taxa de diminuição de Um com o aumento de L e m nos permi-
tem comparar as soluções para grandes valores de m com a solução 
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laminar do duplo-tubo não-aletado de relação de raio ra e, fina! 
mente, permitem o cálculo do fator de atrito f por meio de cur 
vas mais bem comportadas que as curvas correspondentes a f.ReDh· 
Para grandes numeros de aletas m, da ordem de 64, para L < 1 , a 
velocidade média Um e levemente superior a velocidade média Umo 
correspondente ao duplo-tubo não-aletado de raio ra = ri+L(l-ri); 
a diferença se deve ao fato de existir sempre um espaço residual 
entre as aletas que permite deslizamento do fluido, fato este que 
não ocorre no duplo-tubo não-aletado de relação de raios ra. Na 
prática, existe um limite para tal comparação que é estabelecido ' 
pela espessura finita das aletas. Todavia, com excessão do caso-limi:_ 
te discutido acima, todos os casos-limite são geometrias cujos da 
dos teóricos de comparação foram corroborados experimentalmente. 
Um caso-limite que oferece possibilidade de comparaçao 
com dados existentes, é o limite quando ri tende a zero. Na fig~ 
s ra (VI-69) vemos os dados de ECKERT, et.Al. representados pela 
curva cheia, enquanto que os dados da presente análise são repre-
sentados por curvas tracejadas, para ri= 0,05 e 0,01 e L = 1 . 
A discrepância que para ri= 0,01 é aproximadamente de 1,8%, dimi:_ 
nui com o decréscimo de m até o ponto correspondente a m = 4, o~ 
de os dados quase conferem com exatidão. Esta discordância pode ser 
justificada pelo aumento da influência da presença da superfície 
do tubo interno a medida que m aumenta. Para L = 1, existem re-
lações entre riem para as quais as secções transversais dos du 
tos individuais se assemelham a retângulos das mais variadas for 
mas. Esta particularidade permite comparar os dados da presente a 
nálise com o resumo apresentado por 
dro XXVI mostra a comparação dessas 
concordância dos dados da presente 
semelhança das secções analisadas. 
SHAH & LONDOM em [ 45]. O qu~ 
a geometrias e mostra também, 
análise na medida que aumenta a 
VII.2 - Distribuição da Temperatura e Desempenho para Fluxo Pres-
crito. 
Para melhor descrever o desempenho do duplo-tubo aletado, 
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e indispensável conhecer alguns aspectos qualitativos da distribui 
ção de temperatura na secção e na parede aletada. 
A influência do número de aletas sobre a distribuição de 
temperatura na secção transversal do duto pode ser avaliada pelas 
figuras (VI-17)-(VI-20). Para o caso de fluxo constante, com a pr~ 
sença das aletas, a máxima temperatura que era a temperatura no tu 
bo interno se desloca para a base das aletas, enquanto que a mini 
ma temperatura a qual era a temperatura do tubo externo, se separa 
daquela superfície na medida que L aumenta. 
A temperatura média da parede aletada, por sua vez, dimi 
nui com o aumento de L e m, enquanto que a temperatura média de 
mistura, aumenta até um valor de m crítico, acima do 
minui, até o valor correspondente a temperatura média 
qual ela di 
de mistura 
para o duplo-tubo não-aletado equivalente, cuja relação de raios 
e ra. A aproximação das aletas com o aumento de m, diminui o 
gradiente na direção tangencial 8, produzindo para grandes valo-
res de m a distribuição de temperatura semelhante a de um duplo-
tubo não-aletado 
para m = 16 na 
de relação de raio ra, 
figura (VI-20) e para 
como pode 
m = 32 e 48 
ser observado 
na fig. (VI-70). 
Quando L tende a unidade, a transferência de calor ten 
de a possuir as mesmas características da transferência de calor 
em dutos de secção transversal em forma de setor de coroa circular. 
Os resultados da presente análise, tendem continuamente aos resul 
tados de [46], onde foi analisada a transferência de calor em du 
tos de secção transversal em forma de setor de coroa circular para 
We = O e também para Bi = Be = Ba· 
O efeito de We sobre a distribuição de temperatura PQ 
de ser avaliado pelas figuras (VI-21)-(VI-26). O efeito de We < O, 
conforme figuras (VI-21)-(VI-23), é aumentar a diferença Tf - Tb 
e, consequentemente, diminuir o desempenho do trocador, isto e, o 
numero de Nusselt, Este 
o fato de Q.*, o fluxo 
1 
efeito pode ser explicado se considerarmos 
térmico total na parede aletada, ser inde-
pendente de We . Em consequência, o efeito de e diminuir a 
temperatura média da mistura Tb* e em menor escala, 
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feito de We > O , conforme as figuras (VI-24)-(VI-26), é deslocar 
o ponto de temperatura mínima para dentro do duplo-tubo. Neste ca 
so, manifestam-se isotermas fechadas e pontos "sela" 
tesa mínirros relativos para a temperatura. O efeito 
corresponde!!_ 
de We > O e 
aumentar Tb e em menor escala, Tf ; consequentemente, p~ 
ra Oi* fixo, o desempenho da parede aletada aumentará com rela-
çao ao desempenho correspondente a We = O. 
Pela configuração da temperatura na figura (vr-26), pod~ 
se ainda concluir, apesar da manifestação dos laços isotérmicos , 
que no limite quando m cresce indefinidamente, a distribuição de 
temperatura tenderá a distribuição correspondente a de um duplo-
tubo não-aletado equivalente de relação de raios ra, para a mesma 
fração de fluxo externo We. 
A influência do fluxo externo sobre a temperatura média 
de mistura é tanto maior quanto maior for L; para L < 1 , parte 
do efeito do fluxo externo é uniformizar a temperatura na parede 
do tubo externo, enquanto que quando L = 1, o fluxo externo é dis 
sipado para produzir gradientes de temperatura no fluido, os quais 
tem papel relevante sobre o valor de Tb. A discussão apresentada, 
ajudará em parte a explicar o comportamento do desempenho do troca 
dor com m, L e We nas figuras (VI-27)-(VI-36). 
Essas figuras apresentam o desempenho da parede aletada 
como função de m para cada L e para cada relação de raios ri. 
Por razões de ordem prática, m e limitado pelo intervalo 2 < m 
f 32 • As figuras (VI-27)-(VI-34) correspondem a We = O e Wa=O,S. 
Considerando o fato de que Oi* não varia com m e L, 
os fatores de maior influência sobre o desempenho da parede aleta-
da são, a distribuição de fluxo e a geometria das aletas ou, em Úl 
tima análise, o numero e a altura das aletas. Para todas as rela 
çoes de raio, pelo menos até ri= 0,8 , ocorrem máximos para al 
guns valores de L esta ocorrência resulta do fato de a tempera-
tura média na parede aletada para cada L fixo, decrescer assint2 
ticamente com m, e de a temperatura média de mistura adquirir um 
máximo para um valor de m crítico, acima do qual ela diminui , 
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tendendo depois a permanecer constante quando m cresce indefini-
damente. Podemos explicar esta particularidade, considerando a e 
quação (IV-54); a temperatura média de mistura é função não somen 
te da distribuição de temperatura como também da distribuição de 
velocidade na secção transversal do duto. A presença das aletas , 
altera tanto a distribuição de temperatura quanto a distribuição 
de velocidade. Sob as condições de Qi* constante e L < 1, o au 
mento de m tende a inibir o campo de velocidade, diminuindo ave 
locidade média e, ao mesmo tempo, tende a aumentar a temperatura 
média. Contudo, por definição, a temperatura média de mistura deve 
rã ter um máximo para alguma combinação de m e L. 
de r· 1 
A presença das aletas para alguns valores particulares 
e m pode apenas prejudicar o desempenho, como se pode o~ 
servar nas figuras (VI-32)-(VI-34). Para r· 1 = 0,9 , para se obter 
original, m deve ser o mesmo desempenho do duplo-tubo não-aletado 
no mínimo igual a 16, para valores de L entre 0,7 e 1,0 Parece 
que este fato pode ser justificado, se considerarmos que , para 









2 , o 
onde 
0,5 
aumento percentual de area devido as aletas, 
esse fenômeno praticamente nao ocorre, e de 
e de 63% e para ri = 0,8 e de apenas 15% 
e que o numero de Nusselt aumenta consideravelmente com L para m 
fixo, como é constatado nas figuras (VI-27)-(VI-31). Considerando 
o fato de que as aletas inibem o campo de velocidade, quanto maior 
for a altura das aletas, maior deve ser o número de aletas para o 
qual o número de Nusselt é máximo; este fato é constatado nas fig~ 
ras correspondentes a relações de raios entre 0,2 e 0,7. 
junto das figuras discutidas, podemos ainda concluir que, 




dos com o uso de aletas, e mais intensamente se manifestam os máx.!:_ 
mos, isto é, os pontos para os quais no intervalo 2 < m < 32 o 
desempenho do trocador e Ótimo. 
ta 
A consideração de 
da ordem de 50% do 
que W = 0,5, isto é, o fluxo na ale 
a 
fluxo do tubo interno Bi, foi feita 
com base na seguinte consideração: se a espessura de parede do tu 
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bo interno e das aletas for muito pequena e se a condição de fluxo 
constante for obtida pela passagem de uma corrente elétrica ao lon 
godo tubo aletado, pelo fato de as aletas terem dois lados, oca 
lor gerado se dissipará igualmente dos dois lados, isto é, Si= 0,5 
Ba. Mesmo fazendo a consideração de que as aletas tenham o rendi 
menta do tubo interno, isto e, Ba = 1 , a influência de Ba no de 
sempenho acarreta no máximo um acréscimo de 16%, êonforme a fig~ 
ra (VI-35). O parámetro Ba, por outro lado, praticamente não exer 
ce influência sobre os valores Ótimos de m em todos os casos ana 
lisados. 
Da mesma forma, o fluxo externo também nao exerce influ-
ência relevante sobre os valores Ótimos de m, como nos mostra a a 
figura (VI-36). Contrariamente, perdas externas diminuem o desemp~ 
nho enquanto que ganho de calor externo aumenta o desempenho. O m~ 
canismo que origina esse comportamento já foi discutido anterior-
mente. 
Um outro parâmetro influente sobre o desempenho da par~ 
de aletada é a geraçao de calor À. A influência deste parâmetro 
sobre o ponto de Ótimo pode ser avaliada pela figura (VI-37) a 
qual representa um caso particular. 
Essa figura nos mostra que a geraçao de calor no fluido 
produz dois efeitos básicos; o primeiro é a diminuição desuniforme 
do número de Nusselt como função do número de aletas, que aumenta 
em consequência, o desempenho da parede aletada; o segundo efeito 
é a diminuição do número de aletas correspondente ao máximo do nu 
mero de Nusselt. Enquanto que para a geometria discutida em [34] 
o efeito da geração de calor no fluido é apenas diminuir o valor 
Ótimo de m, na presente análise, além de a geração de calor dim! 
muir o valor Ótimo de m nas mesmas proporções de [34], também fa 
vorece no desempenho da parede aletada. 
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Certos casos-limite da geometria e condições de contor-
no da presente análise oferecem possibilidades de 
figura (VI-69), os resultados da presente análise 
O e W = 1, concordam com os resultados de [3] na 
a 
comparaçao. Na 
para L = 1, W = 
e 
medida que r. 
i 
tende a zero. A diferença entre essas curvas, reside basicamente 
no fato de as condições de contorno aqui analisadas, diferirem da 
condição de fluxo constante na periferia da secção transversal do 
duto analisado em [3]. 
No quadro XXVI por outro lado, temos duas comparaçoes: 
a primeira considera W 
e 
O, enquanto que a segunda considerava-
!ores de We tais que Si= Se= sa. Enquanto que 
existem discrepâncias consideráveis, com base na 
no primeiro caso 
mesma definição 
do número de Nusselt, no segundo caso essas discrepâncias tendem 
a desaparecer na medida que os setores de coroa circular se asse-
melham aos retângulos dos respectivos grupos. 
O caso limite visualizado na figura (VI-70) oferece al-
guma referência adicional de comparação, se admitirmos a hipótese 
de que para L < 1, no limite quando m tende ao infinito o desem 
penho do duplo-tubo aletado tende aproximadamente ao desempenho 
de um duplo-tubo não-aletado, cuja relação de raios é r. Nesse 
a 
limite é fácil provar que o número de Nusselt equivalente deve 
ser NU (r /r.). 




este número de Nusselt com os dados refe -
não-aletado de relação de raios r, a máxima 
a 
discrepância é de 
0,6. Tal diferença 
aproximadamente 20%, a qual 
pode ser explicada em parte 
corresponde a L = 
pelo seguinte arg~ 
mento: para valores de L relativamente grandes, a distribuição 
de temperatura na vizinhança das extremidades das aletas apresenta 
menor concentração média de gradientes radiais do que a distribu! 
ção de temperatura relativa ao duplo-tubo não-aletado-limite de 




VII. 3 - Distribuiç·ão da Temperatura e Desempenho para Temperatura 
Pre·scrita. 
O conhecimento do comportamento da distribuição de temp~ 
ratura e do fluxo local ajudará a esclarecer o comportamento do de 
sempenho do trocador com os parâmetros m, L e We sob a condi 
ção de temperatura constante na parede aletada. 
Como nas soluções relativas a velocidade, as soluções da 
equaçao (V-16), vistas na figura (VI-38), tem para cada ri, um li 
mite superior correspondente a distribuição de temperatura para o 
duplo-tubo não-aletado, cuja relação de raios é ri, e tem também, 
para cada L < 1, um limite inferior, o qual corresponde a distri 
buição de temperatura do duplo-tubo não-aletado da relação de ra-
ios ra, como pode-se observar nas figuras (VI-39) e (VI-40). Es 
sa aproximação ao limite inferior não se faz uniformemente, devido 
a singularidade da derivada radial da temperatura na extremidade 
das aletas. Essas singularidades concentram os maiores gradientes 
de temperatura (e, consequentemente, os maiores fluxos térmicos lo 
cais) na extremidade das aletas, como mostram as figuras (VI-42) -
(VI-51). 
Nas figuras (VI-42)-(VI-45), onde We = O , ve-se que os 
maiores gradientes de temperatura concentram-se em geral na parede 
aletada, principalmente na extremidade das aletas e sobre a supe~ 
fície do tubo interno, em pontos igualmente afastados das bases 
das aletas, onde o fluxo térmico é nulo. Essas figuras nos mostram 
que o aumento do número de aletas, tende a diminuir a componente 
tangencial do fluxo térmico, até um limite, para o qual a transfe 
rência do calor para o fluido é resultante praticamente da compo-
nente radial do fluxo, conforme figura (VI-45). A natureza desse 
limite já foi discutida em função das figuras (VI-39) e (VI-40). O 
aumento da altura das aletas L, por sua vez, tende a aumentar a 
componente tangencial do fluxo térmico, produzindo em consequência 
gradientes na direção tangencial, os quais são responsáveis pelo 
aumento do número de Nusselt com L , da mesma forma pela qual os 
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gradientes radiais são responsáveis pelo aumento do numero de Nus-
selt com m. A medida que L tende a unidade, o comportamento 
da distribuição de fluxo adquire características bastante distin-
tas das discutidas acima, conforme mostram as figuras (VI-52) -
(VI-57). 
A influência do fluxo sobre a distribuição de temperatu-
ra e vista 'nas figuras (VI-46) - (VI-51); uma mesma fração de fluxo 
W
6 
, influência muito mais o campo de temperatura para W6 > O do 
que para W6 < O, como mostra a figura (VI-41). O resultado não e 
idêntico, quando se considera o desempenho da parede aletada, como 
mostra a figura (VI-68). Desta figura pode-se concluir basicamente 
o que segue: fluxos externos que aquecem o fluido (We >O), em co~ 
sequência do aumento da temperatura média de mistura, diminuem o 
desempenho da parede aletada, enquanto que, fluxos externos que 
resfriam o fluido (We <O), diminuem o desempenho da parede aleta 
da. A distribuição de temperatura é bastante suceptível ao fluxo 
externo, como mostram as figuras (VI-49)-(VI-51); We < O desloca 
os pontos de temperatura máxima para dentro do setor produzindo i-
sotermas fechadas a partir desses pontos. Neste caso, pontos "se 
la" se manifestam sobre as linhas de prolongamento das aletas, os 
quais correspondem a máximos relativos da temperatura na secçao. 
As mesmas conclusões e a secção VI.2 são aqui válidas quanto ao l! 




A segunda distribuição a ser analisada, que ajudará a 
compreender o mecanismo da transferência de calor na parede aleta 
da, é a distribuição de fluxo normal na parede aletada. 
Para L = 1, a influência de m sobre a distribuiçãode 
fluxo normal a parede aleta.da qa e mostrada nas figuras (VI-52) -
(VI-57), onde o fluxo médio qa é referido ao perímetro da parede 
aletada Sa. Destas figuras, várias conclusões podem ser tiradas: 
para valores de m baixos, como por exemplo m = 2, o fluxo nor-
mal é mais efetivo no tubo interno, enquanto que para grandes valo 
res de m, como por exemplo m = 32, a distribuição de fluxo tér 
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mico normal é mais efetiva ao longo das aletas; o fluxo térmico é 
nulo nas regiões de estagnação, isto é, na base das aletas, enquag 
to que este é finito na direção tangencial no tubo externo, onde e 
xiste isolamento; os padrões de distribuição do fluxo normal e da 
temperatura ao longo da linha de simetria do setor, se assemelham 
aos padrões de distribuição correspondentes de [3}, na medida em 
que a relação de raio diminui; os máximos da distribuição de flu 
xo sobre as aletas correspondem aos pontos de máximo da distribui 
ção de temperatura ao longo da linha de simetria do setor, como 
mostra mais claramente as figuras (VI-52) e (VI-53). Para L < 1, 
a distribuição de fluxo tem um padrão bastante distinto dos pa-
drões discutidos anteriormente, como mostram as figuras (VI-58) e 
(VI-59). 
O comportamento da distribuição de fluxo com m, contu 
do, é similar ao comportamento da distribuição de fluxo correspog 
dente a L = 1; a distribuição de fluxo relativa ao fluxo médio 
qa, é grandemente influenciada pela aproximação relativas das ale 
tas, que aumenta os efeitos da convecção forçada na extremidade das 
mesmas, em consequência do aumento do gradiente de velocidade na 
vizinhança daqueles pontos; enquanto que o fluxo é nulo na base 
das aletas, o fluxo e máximo na vizinhança da extremidade das mes 
mas; a medida que L aumenta, a distribuição local da extremidade 
das aletas passa a ter papel cada vez menos relevante no cômputo 
do fluxo médio, até o limite L = 1, para o qual a distribuiçãode 
fluxo corresponde a distribuição da figura (vr-52), para o valor 
de m correspondente. Essa distribuição limite, como sugerem as 
figuras (VI-58) e (VI-59), parece ser a envolvente das distribui 
ções correspondentes a L < 1 Essa particularidade pode ser ex 
plicada como segue: na medida em que L cresce, tanto a distribui 
çao de velocidade quanto a distribuição de temperatura no interva-
lo [ra, 1] tendem a se anular, diminuindo o efeito da singulari-
dade do fluxo, a qual tem papel relevante na distribuição do fluxo 
para valores moderados de L. 
A discussão anterior ajudará em parte a compreender as 
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figuras (VI-60)-(VI-67). Existem algumas semelhanças notáveis en-
tre esse conjunto de figuras e as figuras (VI-27) e (VI-34). Adi 
ferença consiste do fato de que não existe, a exemplo daquelas fi 
guras, nenhum valor de m que diminua o desempenho do duplo-tubo 
aletado relativamente ao duplo-tubo não-aletado original. 
Das figuras (VI-60)-(VI-67), podemos observar o que se 
gue: o número de Nusselt baseado no diárnetro nominal aumenta com L 
para a faixa de raios 0,2 á ri á 0,9 ; para todo L < 1, pelo me 
nos no intervalo 2 á má 32 analisado, existem valores de m p~ 
ra os quais o desempenho é máximo, pelo menos para relação de ra 
ios ri até 0,7 acima da qual, esses valores de m sao maiores 
que 32; o maior desempenho, a exemplo das figuras (VI-27r(VI-34) 
corresponde a L = 1; para cada altura L fixa, o ponto corres-
pondente ao máximo do desempenho se desloca para a direita com o 
aumento de ri , isto é, o aumento de ri exige maior numeres de 
aletas para produzir o mesmo percentual de superfície extendida . 
Diferentemente do caso de fluxo prescrito, os máximos para o caso 
de temperatura prescrita nao são tanto delineados; parece que, p~ 
ra cada altura de aletas L moderada, com o aumento de m, o nu 
mero de Nusselt tende assintoticamente ao número de Nusselt corres 
pendente ao duplo-tubo não-aletado, cuja relação de raios e 
ra =ri+ L (1 - ri) para as mesmas condições de contorno estabe-
lecidas. Este fato é em parte corroborado pela figura (VI-70). Co 
mo mostra a figura, valores de L próximos da unidade, conduzem a 
resultados que tendem a divergir da curva correspondente ao duplo-
tubo não-aletado; o desempenho do trocador, neste caso, é semelhan 
te ao desempenho de dutos individuais cuja secçao transversal tem 
a geometria de um setor de coroa circular. A comparação dos dados 
referentes a essas geometrias-limite com os dados referentes a du 
tos retangulares, é feita com base nos dados dispostos no quadro 
XXVI. 
Para L = 1 , a condição estabelecida para We tal que 
a temperatura média baseada no perímetro total seja nula, nao e e-
quivalente a condição de temperatura nula na periferia da secçao 
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do duto. Porisso, a comparaçao dos dados dos quadro XXVI resulta em 
algumas discrepâncias. A condição de fluxo externo não nulo, acar 
reta temperaturas positivas e negativas na parede do tubo externo. 
No caso de We positivo, ocorrem inclusive descontinuidades da 
temperatura na extremidade das aletas, conforme sugere o comporta-
mento anômalo correspondente a L = 1, na figura (VI-68). Contu-
do, aquele quadro sugere que existe razoável concordância entre os 
dados, quando se faz uso do número de Nusselt NUDh, baseado no 
diâmetro hidráulico e no fluxo médio relativamente ao perímetro to 
tal. O caso-limite L = 1 e ri= O , oferece também para o caso 
aqui discutido, a possibilidade de comparaçao, conforme a figura 
(VI-69). Como mostra essa figura, os dados da presente análise, 
tendem continuamente aos dados da análise de [3], a medida que a 
relação de raios ri diminui, apesar de compararmos condições de 
contorno diferentes no tubo externo. Enquanto que em [3] foi anali 
sada a condição de contorno de temperatura constante perifericame~ 
te, na presente anâlise, além de considerar-se a temperatura cons 
tante nas aletas e no tubo interno, considerou-se o fluxo nulo no 
tubo externo. Para a relação de raios ri= 0,05, os 
dam de [3] para número de aletas moderadas e passam a 
[3], dentro de uma tolerância de 5,4% na medida que 




aletas aumenta, o efeito da condição de contorno externa 
numero 
w = e 
de 
o é 
reduzido, enquanto que a presença da condição de contorno de tem 
peratura constante nas aletas passa a influenciar gradativamente a 
distribuição de temperatura na secção 
cluir da comparação da figura (VI-52) 
do duto, como se 
com sua análoga 
pode con-
em [3] . 
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C A P Í T U L O VIII 
c o N c L u s Ã o 
VIII.l - Natureza da Convecção Laminar no Duplo-Tubo Aletado 
Em [3] e [15] fora observado que o produto f.Renh p~ 
ra o regime laminar depende somente da geometria do duto e difere 
em geral do produto correspondente ao duto circular. Adicionalme~ 
te, fora observado em [3J que o número de Nusselt depende nao so 
mente da geometria do duto mas também da natureza da condição de 
contorno. Ficou provado também, que o número de Nusselt correspog 
dente a condição de contorno de temperatura constante, para algu-
mas geometrias e até dez vezes maior que o número de Nusselt 
correspondente a condição de contorno de fluxo constante. 
A natureza das equações desenvolvidas nos capítulos III, 
IV e V nos permitem tirar conclusões semelhantes; o desempenho 
do duplo-tubo aletado depende das características geométricas da 
parede aletada (L e m)e da natureza das condições de contorno; o 
desempenho correspondente a condição de contorno de temperatura 
constante perifericamente na parede aletada com base no numero 
de Nusselt NUni chega a ser até doze vezes maior que o desemp~ 
nho correspondente a condição de contorno de fluxo constante per! 
fericamente na parede aletada. Este fato pode ser explicado com o 
argumento usado em [3], segundo o qual, a condição de fluxo cons-
tante perifericamente força mais calor nas regiões de estagnação 
(cantos da secção transversal) do que a condição de temperatura 
constante perifericamente. Adicionalmente, tanto o produto f.ReDh 
quanto o número de Nusselt NÜDh diferem em geral dos valores res-
pectivos correspondentes ao duplo-tubo não-aletado. Contudo, o di 
ârnetro hidráulico também para os casos aqui analisados, não é um 
parâmetro apropriado para descrever a perda de carga e a transfe-
rência de calor laminares em dutos aletados. 
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VIII.2 - Desempenho Ótimo do Duplo-Tubo 
A conclusão básica de [34] foi a previsão do desempenho 
Ótimo de tubos aletados. Dois parâmetros ótimos foram especific~ 
dos: a altura das aletas L = 0,795 e o numero de aletas igual a 
22, aos quais corresponde um aumento do número de·Nusselt NUDi, 
em torno de 20 vezes o número de Nusselt relativo ao tubo não-ale 
tado. O aumento da altura das aletas acima desse valor critico,~ 
carreta uma diminuição do número de Nusselt, em consequência da 
formação de cantos (pontos de estagnação) correspondentes ao en 
contra das aletas quando L = 1. 
Diferentemente, na presente análise, o desempenho Ótimo 
para cada m critico, é sempre inferior ao desempenho correspo~ 
dente a maiores alturas de aletas. Pode-se explicar esse fato, 
se levarmos em consideração que o aumento da altura das aletas au 
menta a distância relativa entre as mesmas, produzindo destarte, 
efeito inverso àquele produzido em [34]. 
As figuras (VI-27)-(VI-37) e (VI-60)-(VI-68) nos permi 
tem tirar várias conclusões, a saber: 
a) O desempenho do duplo-tubo aletado aumenta com a relação de 
raios ri . O desempenho alcançado com a condição de fluxo 
constante na parede aletada é da ordem de 1,6 a 11 vezes o 
desempenho do duplo-tubo não-aletado de mesma relação nomi 
na! ri , enquanto que o desempenho alcançado com a condi 
çao de temperatura constante na parede aletada e da ordem 
de 2 a 130 vezes o desempenho do duplo-tubo não-aletado de 
mesma relação nominal ri . 
b) Os pontos de Ótimo são mais efetivos para menores relações 
de raios, as quais permitem maiores aumentos relativos de 
área de superfície extendida, conforme a figura (VIII-!). 
Esta figura mostra também que os valores ótimos de m para 
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Fig. (VIII-1) - Bandas 
de valores ótimos de 
m. 
c) Fluxo térmico externo de mesmo sentido do fluxo térmico da 
superfície extendida favorece o desempenho, enquanto que 
fluxo térmico-externo de sentido contrário ao fluxo térmico 
da superfície extendida desfavorece o desempenho, apesar de 
esses fluxos externos praticamente não influenciarem os va 
lares Ótimos de m, para cada L fixo. 
d) A geração de calor no fluido favorece tanto ao desempenho do 
duplo-tubo, quanto o número de aletas Ótimo , para cada al 
tura de aletas L segundo as quais esses Ótimos se manifes 
tam. 
e) O número de Nusselt relativo ao diâmetro nominal Di = 2ri, 
para o duplo-tubo aletado em regime laminar, chega a sup~ 
raro número de Nusselt correspondente ao 
aletado em regime turbulento para algumas 
mero de Reynolds e do número de Prandtl. 
duplo-tubo nao-




















A referência [16], oferece dados referentes ao escoamen-
to turbulento no duplo-tubo isolado externamente sob a con 
dição de fluxo constante no tubo interno no sentido longit~ 
dinal para 
O diâmetro 
ri= 0,2 . 
hidráulico adimensional para aquele caso e 
consequentemente, 
,t ( = 1.0 ; m ~ ... 32) / 
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A figura (VIII-2), extraí-
da de [16] nos mostra as 
linhas horizontais corres-
pondentes aos dados da pr~ 
sente análise, abaixo das 
quais se situam as regiões 
turbulentas de numero de 
Nusselt inferior ao número 
de Nusselt laminar referen 
te ao duplo-tubo aletado. 
Pela figura, pode-se obseE 
t- ç~" / ,/ I/ 
l,,Z---"l't :. 
v / / ,/ ,/ 
ªº·ª'. m = 32 ;" / / 
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var que é possível 
tuir um escoamento 
lento com Renh = 
Pr = 1000, ou então, 






escoamento laminar num du 
plo-tubo aletado com m=32 
e L=0,85, sob a condição 
de temperatura constante. 
Na prática, porém, os materiais metálicos usados na constru 
ção de tubos aletados apenas aproximam a condição de contOE 
no de temperatura constante perifericamente. Contudo, pode-
se afirmar unicamente que os casos reais se situam dentro 
desta faixa de comparação, na medida em que o material da 
parede aletada tem boa condutibilidade térmica. 
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f) O efeito da dissipação viscosa sobre o numero de Nusselt nao 
foi aqui analisado. Para a geometria discutida em [34], foi 
comprovado em [42] que os efeitos produzidos pela dissipação 
viscosa sobre o numero de Nusselt são irrelevantes em comp~ 
ração, por exemplo, aos efeitos produzidos pela geraçao de 
calor no fluido. Espera-se, portanto, para a 
discutida, que a hipótese C2 = O , admitida 
geometria aqui 
-nas equaçoes da 
transferência de calor, seja uma simplificação razoável no 
estudo do desempenho do duplo-tubo aletado. 
g) Agrupando os dados de [32] 
com os dados do presente 
estudo, pode-se estabele-
cer algumas referências p~ 
ra o projeto ótimo de du 
plo-tubos aletados, utili 
zando os dados de [32] p~ 
ra o projeto das aletas in 
ternas, e os dados da pre 
sente análise para o proj~ 
to das aletas externas ao 
tubo interno como sugere 
a figura (VIII-3). Tais ti 
pos de duplo-tubo sao con 
siderados no projeto 
trocadores de calor 20 
de 
Fig. (VIII-3) 
VIII. 3 -· Extensão da Aplicação do Método Ili Verso - Sugestões para 
DésenVolVimehtO Poster·ior. 
Na presente análise, para os dois problemas discutidos, 
utilizou-se o método inverso para a redução dos problemas a valo 
res de contorno mais simples. Na solução das equações integrais , 
discretizações de apenas 21 ou 31 sub-intervalos, conduziram a re 
sul tados bastante satisfatórios, fazendo uso de funções de_Green.com 
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pletas. De fato, quanto mais completa for a função de Green, isto 
é, quanto mais essa função satisfizer as condições de contorno na 
região, maior será a velocidade de convergência daquele método nu 
mérico utilizado na solução da equação integral, como foi comprQ 
vado em [35] . 
Recentemente, o método 
dos elementos finitos foi utili 
zado em [49], na solução do prQ 
blema de transferência de calor 
laminar para a geometria discuti 
da em [34] , considerando aletas 
do tipo visto na fig. (VIII-4). 
O método inverso pod~ 
ria muito bem ser aplicado na a 
nálise do escoamento laminar e 
da transferência de calor no du 
plo-tubo aletado, considerando-
se a geometria das aletas discu 
tida em [49] , conforme a figura 
(VIII-4). 
Fig. (VIII-4) 
Dois problemas poderiam ser analisados de acordo com o 
grau de influência das aletas, a saber: 
a) Aletas Promotoras da Condição de Contorno 
Neste caso, a condução de calor nas aletas nao interfere na 
convecção. As aletas atuam como promotoras de superfície de troca 
de calor sujeita a determinada condição de contorno. 
Para o caso de temperatura prescrita na parede aletada (vl 
de capítulos III e V), as seguintes equações podem ser facilmente 
obtidas pela segunda fórmula de Green: 
a.l - Escoamento Laminar; 
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u(r,8) = ~ g(r,8lr',8') r'dr'd8' + 





auJ - ds' 





onde D e a região do escoamento, correspondente ao semi-setor 
da figura (VIII-4) e g é a função de Green incompleta (vide a-
pêndice A), a qual satisfaz as condições de contorno: 
g(ri, 8) = g(l, 0) = O o á 0 ~ 80/2 
ag (r O) - ag (r, 80/2) = O 
~0 ' - r· < r < 1 1 º ae 
(VIII-3) 
(VIII-4) 
A condição de contorno au 1 , 
an ~ 
por (VIII-2), e calcula 
- oD 
da pela seguinte equação integral: ª 
i g(r,8lr' ,8') r'dr'd8' + 
D 




f g(r,elr',8') . 
ªºª 
(r, 8) E aoa 
a.2 - Transferência de Calor; 
T(r, 8) = [ g(r,8lr',8') u(r',8') r'dr'd8' + 
D 
(VIII-5) 
~ g(r,elr' ,e'l 
ªºª 
ds ' a 
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+ 
+ ( g(r,011,0') 
)aD -ª-!: J ds e ' an 
e - aDe 
TI dD· 
1 
= = = 
; (VIII-7) 
o (VIII-8) 
onde g e a função de Green incompleta (vide apêndice A), a qual 
satisfaz as condições de contorno: 
= ag < 1, e> = o ar ; 
ag (r, o) = 
ae 
ag (r, 0o/2) = O 
ae 
o~ e< 0o/2 (VIII-9) 
(VIII-10) 
A derivada normal ~~I é especificada, enquanto que 
- aoe 
a derivada normal ~, , por (VIII-8),é calculada pela segui~ 
~ ªºª 
te equaçao integral: 
1 g(r,elr',0') u(r',G') 
D 
r'dr'd0' + 1 g(r,Gll,0'). 
aDe 
(r, e> E aoª 
(VIII-11) 
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Expressões similares podem ser desenvolvidas para a cog 
dição de contorno de fluxo constante na parede aletada, usando a 
função de Green do item (a.2). 
b) Aletas Promotoras da Parede Original 
Neste caso, a condHção do calor nas aletas e considerada na 
análise da convecção. Considerando que a geometria da aleta na fi 
gura (VIII-4) é semelhante a geometria do setor de círculo, para 
pequenos ângulos de ápice da aleta, poderemos resolver o problema 
usando duas funções de Green; uma para a região da aleta e outra 
para a região da secção transversal do duto. 
Considerando a temperatura do tubo interno constante, uma~ 
quação integral pode ser desenvolvida, partindo da condição de 
igualdade de fluxos na interface sólido-fluido. Essa equação in 
tegral, determinaria a distribuição de fluxo térmico na superfí-
cie das aletas, a qual seria utilizada no cálculo da distribuição 
de temperatura no fluido. 
Além dos problemas propostos acima, outros aspectos 
da transferência de calor laminar em dutos poderiam ser examina 
dos, como por exemplo, o estudo dos seguintes tópicos: 
c) Análise dos efeitos de entrada no duplo-tubo aletado. 
Esse estudo poderia ser conduzido baseando-se num método 
geral desenvolvido em [14} e [26J, método este que poderia facil 
mente ser aplicado a dutos cuja secção transversal tem a geome-
tria mostrada na figura (VIII-5). 
qe 
aD, 




d) Análise da convecçao natural no duplo-tubo aletado. 
Estudos experimentais comprovam que a convecçao natural 
em dutos circulares aumenta consideravelmente o desempenho desses 
dutos em relação ao desempenho resultante da convecção forçada 1~ 
minar 27 • Espera-se portanto, que a convecção natural laminar pr~ 
<luza efeitos semelhantes sobre a convecção forçada laminar nos du 
tos aletados aqui estudados. 
Recentemente, HONG & BERGLES 50 examinaram teórica e ex-
perimentalmente os efeitos da convecção natural sobre a convecçao 
laminar em dutos circulares horizontais, submetidos às condições 
de contorno de fluxo e de temperatura constantes, considerando a 
variação da viscosidade do fluido com a temperatura. Os resulta-
dos de [soJ para a maioria dos casos práticos analisados, concor-
dam com os dados experimentais dos próprios autores, dentro deu-
ma tolerância bastante satisfatória. Sugere-se, portanto, que a-
quele método seja adaptado ao duplo-tubo aletado com a geometria 
da figura (VIII-5), para que se possa obter a partir deste caso-
limite, uma previsão da influência da convecção natural sobre o 
desempenho da parede aletada. Para completar o estudo, um progr~ 
ma experimental poderia ser desenvolvido, para analisar experime~ 
talmente o efeito da convecção natural em dutos, a exemplo do que 
foi feito em [27] e [soJ. 
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A P f N D I C E S 
A. l 
A P f N D I C E A 
PROBLEMAS A VALORES DE CONTORNO 
FUNÇÕES DE GREEN E ~TODO INVERSO 
A. l - Problemas de Dir'ichlet, Neumann e de Caráter Misto 
Uma discussão completa sobre a natureza desses problemas 
pode ser vista em [17] e [31]. 
Embora o que foi apresentado vale para o operador de 
Sturm-Liouville no Rn, vamos restringir esta revisão ao operador 
laplaceano no Rn; 
n 0 2 
= L_ 
i=l clXi2 
Seja D uma região normal do Rn, isto é, uma região a-
berta e simplesmente conexa a qual podemos aplicar o teorema inte 
gral de Gauss 31 e; 
Seja ao, a fronteira de D, a qual é constituida de 
curvas e superfícies regulares segundo O.D. KELLOG l; 
Seja D= D+ ao o fêcho de D e f E. cº.(õ) 
uma função f : D + R contínua em D 
isto e, 
Existem três problemas a valores de contornos básicos, a 
saber: 
-v 2u = f (x) ; X E D (A. l) 
1 
uaD = h (x) ; h E eº ( D) (A. 2) 
(Problema de Dirichlet) , 




grad u. ~I 
ao 
= r (x) ; (A. 4) 




r (x) dA = f f (x) dx ; dx = dx 1dx 2 ... 
O 
onde A é a área de ao. 
(Problema de Neurnann) e, 
-v2u = f (x) X E O 
u I aO· 








r · E eº (ao·) J J 
e aoj sao disjuntas 







A função u E: C2 (D), isto e, u 
continuamente diferenciável em O. 
é duas vezes 
As soluçéíes destes problemas a valores de contorno existem 
e sao únicas, exceto para o problema (A.3) e (A.4), cuja solução 
é Única a menos de urna constante arbitrária 17 
A. 2 - Método das Fun·çéíes de Green 
A.2.1 - Formulação 
Seja o a região considerada na secçao anterior. Se a 
única solução do problema a valores de contorno, 
(A. 7) 
A. 3 
o (A. 8) 
for a solução trivial, existe a função de Green associada ao pro-
blema (A.1)-(A.2) e esta é univocamente determinada pelo seguinte 
problema a valores de contorno 17 • 3.l: 
-IJ 2g(x, 1;) = o (x, 1;) em D (A. 9) 
g(x,1;JJD = o para todo x t aD (A .1 O) 
onde o e a distribuição singular de Dirac definida pelas condi 
çoes: 
(i) o (x, 1;) = O para todo xi 1; em D (A .11) 
(ii) ~ o(x,1;) .f(x)dx = f(1;) (A .12) 
; dx = dx 1dx 2 ••• dxn , para toda função 
f E e• (Dl 
Pela segunda identidade de Green, pode-se provar 31 que a 
solução de (A. l) - (A. 2) é da forma, 
u (x) = ( g(x,1;) f(1;)d1; + j ~ (x,1;) . h(1;) .dS (1;) 
JD aD an 
(A .13) 
Do mesmo modo, se a única solução do problema a valores 
de contorno, 
em D (A .14) 




for uma constante real, a função de Green associada ao problema 
(A.3)-(A.4) existe, é Única a menos de uma constante real, e é de-
terminada pelas condições seguintes: 
A. 4 




= o para todo 
onde V(O) 
x E ao 




Pela segunda identidade de Green, a solução de (A.3) -
(A.4) e a seguinte: 
u(x) = 1 g(x,ç) 
O 
f(ç)dç + f g(x,ç) r(r;) dS(ç) + e 
ao 
onde C é uma constante arbitrária. 
(A .18) 
Finalmente, se a única solução do problema a valores de 
contorno associado ao problema (A.5)-(A.6.2); 
(A .19) 
i ,. j (A. 20) 
for a solução 
(A. 5 J - (A. 6 • 2) 
guintes: 
trivial, a função de Green associada ao problema 
existe, é única e é determinada pelas condições se-
-.v 2g (x, d = ó (x, ç) (A. 21) 
g (x, ç) j = ag 
a!:!I aoj 
= o para todo X E ao (A.22) 
ªºi j ,f i 
Pela segunda identidade de Green, prova-se que a solução 
a valores de contorno (A.5)-(A.6.2) é a seguinte: 
u(x) = J g(x,ç) f(ç)dç + l: f 
O i aoi 
(x, ç) hi (ç) dSi (ç) + 
+ l: i ,f j (A. 23) 
j 
onde, N 
ao = u aok 
k=l 
A.5 
aoi (\ oDj é vazio para i t- j 
Adicionalmente as funções de Green para os problemas 
(A.1)-(A.2) e (A.S)-(A.6.2) tem as seguintes propriedades: 
(i) g (x ,ç l é positiva para todo ç E: D 
(ii) g(x,ç l = g(ç ,x) para todo ç E: D 
(iii) lim j ª-3. (x, ç) as (xl = -1 onde Bç e uma esfera 
a 12 
, 
r+o oBç aberta de raio r centrada em 
ç E: D 
(iv) g(x,Ç) f C2 (Õ) ,, para todo X ,j. Ç 
A função de Green do problema (A.3)-(A.4), obedece à e 
quaçao (iii), porém, a simetria (i) só se verifica se a 
condição for satisfeita 
31
: 
J_ g (x , ç ) dx = O 
D 
A.2.2 - Método de Cálculo 
, para todo ç f" D 
seguinte 
(A. 24) 
O grau de convergência das séries da solução dos probl~ 
mas a valores de contorno citados, depende fundamentalmente do me 
todo de cálculo utilizado na construção das funções de Green. 
Um dos métodos mais eficazes para resolver problemas de 
Dirichlet, de Neumann e do tipo misto, cujos operadores permitam 
separar as variáveis, é o método da expansão parcial em auto-fun 
3 1 çoes 
Este método será aqui utilizado para o cálculo das fun 
çoes de Green necessárias no decorrer dos estudos do presente tra 
balho. 
A. 6 
a) Problema de Dirichlet 
As equaçoes (A.9)-(A.10) expressas em coordenadas polares 









= ó(r - r') ó(e - e')/r 
g (a, e Ir' , e ' ) = g (b, e Ir' , e ' ) = o 
g (r, O Ir' , e ') = g (r, a Ir' , e ' ) = O 
para todo par (r', e') E: D onde, 
a < r < b ; O < e < a} 
A separaçao das variáveis do operador de (A.25) 




d d,j, À2 
(r -) + - ,j, = O 
dr dr r2 
,i, (a) = ,i, (b) = O 
+ = o 
</>(O) = q,(a) = O 
cujas soluções são, respectivamente, as sequências, 
i/in(r) = sen (Sn ln r/a) ; n = 1,2,. etc. e, 
<Pn(e) = sen (au e) 
Sn = nTI/ln(b/a) e 
n = 1,2,. etc. com 










O método consiste basicamente da construção de uma série 
de Fourier para a função de Green em auto-funções de r ou de e; 
Seja por exemplo a série, 
00 
g = L' gn <f>n(e) (A. 32) 
n=l 
onde, 
1 f a g <f>n(6) gn = de ; 
11 <f>n 11 2 o 
(A. 33) 
l\<f>n[[ 2 = 1ª <f>n 2 (e) d8 = a/2 o 
Multiplicandoaequaçao (A.25) por <l>n(e)/\\<!>n\\2 e in 
tegrando ambos os membros da equação em [o, a], por (A.26), (A.33) 
e pela propriedade (ii) da função ó(e - e') resulta, 
d dgn ªn2 
- -- (r --) + -- gn = 
dr dr r 
1 
ó(r-r') </>n(e') (A. 34) 
\ \<!>n\ 12 
De (A.26) e (A.33) resulta, 
(A. 35) 
O problema agora, reduz-se na construção da função de 
Green unidimensional gn, do problema (A.34)-(A.35). Pela teoria, 
a função de Green, gn é contínua em todo r' ( [a,b] ; segue- se 
que, 
(A. 36) 
A condição (iii) para o caso unidimensional, reduz-se a 
equaçao do salto da derivada em r'; isto é, 
(A. 37) 
Para r Ir' a solução geral de (A.34) é, 
A. 8 
C1n e C2n sao constantes a determinar, parar< r' e parar> r'. 
Parar< r' , a condição gn(a) = O implica, 
Do mesmo modo, para r > r' a condição gn(b) = O impl! 
ca, 
Aplicando as condições (A.36) e (A.37), para o cálculo 
de An e Bn, resulta finalmente, 
e, 
= _1_ ,q, n ( e ' ) 
nrr 
para r < r' (A. 38) 
para r > r' (A. 3 9) 
Repetindo as operaçoes análogas, para a expansao parcial 





ó ( e - e 'l wn (r' l 
l lwn 11 2 
dr 
g Wn (r) 
r 
(A. 4 O) 
(A. 41) 





A solução gn para e i e• é da forma, 
(A. 42) 
As condições de continuidade e de salto da derivada de 
gn em 8' sao respectivamente, 
(A. 43) 
(A. 44) 
A determinação das constantes C1n e C2n para e< e' 
e e> e• conduz aos seguintes resultados: 
2 
Wn (r') senh ( Sn e) senh(SnCa-8'))/senh(Sn a/2) gn = 
n11 
(A. 4 5) 
para e < e, 
e, 
2 
Wn (r') senh <ane') senh(SnCa-8))/senh(Sn a/2) gn = 
n 
(A. 46) 
para e > e , 
b) Problema de Neumann 
As equações (A.16) e (A.17) em coordenadas polares tem a 
forma abaixo: 
1 a 'ª-9:j 1 32g 1 ·1 - - -- (r -----= ô (r-r') ô(S-8') -
r ar ar r2 ae 2 r A 
(A. 4 7) 
onde, 
JD dA 
a (b2 - ª2) A = = ; 
2 
ag (a, 8lr', 8') = 
ar 
~ (r, OI r' , 8 ' ) = 
A.10 
ag 
(b, 8 1 r ' , 8 ' ) · = O 
ar 
ag 




As auto-funções em 8 e r , associadas as condições de 




~n(e) = sen(etn8} ªn = (2n - 1) w/2et 
; n· = 1, 2, .. etc. 
*n(r} = cos(Bn ln r/a} ; Bn = n•/ln (b/a} 
; n = O, 1, 2, etc. 
A expansao parcial de g em auto-funções de r é, 
~ 
g = L gn *n(r} 
.n=O 
1 b 1 g *n(r} gn = 
11 •n 11 2 a 







ln (b/a} ; 
n = 1, 2, .. etc. 
Multiplicando (A.47) por 
resultado em [a, b] , por (A.49), 
de á resulta, 
*o/r l l•o 11 2 e integrando o 
(A.51) e pela propriedade (ii} 
= - 0(8 - 8'} / ln(b/a} + 1/(c, ln b/a} (A. 52} 
go'(O} = go'(a} = o (A. 5 3) 
A.11 
As condições de continuidade e de salto da derivada, p~ 
ra go em e' são, respectivamente, as seguintes: 
(A.54) 
(A.55) 
A solução do problema, (A.52)-(A.55) para e < e' e 
e > e ' , é da forma, 
e2 e, 
go = + D 
2ct ln b/a ln b/a 
para e< e' 
e 
e2 e + D go = 
2ct ln b/a ln b/a 
para e> e' 
onde D é uma constante arbitrária. 
A constante D é determinada de tal forma que g seja si 
métrica. Para que g seja simétrica, a seguinte condição deve ser 
satisfeita: 
e, 
g O (e, e ') de ' = o I para todo e E lo, ct]. 
Calculando D desta condição, resulta finalmente que, 
e2 + e'2 
2ct ln b/a 
e2 + e'2 














para e < e ' 
Cl 
(A. 5 7) 
ln b/a 
para e > e ' 
Multiplicando (A.47) por ~n(r)/rl l~nl 1 2 e integrando o 
resultado em [a, b], por (A.49), (A.51) e pela propriedade (ii) 
de ô vem, 
A.12 
1 
ô (8 - 8 ') ,J,n(r') 
l l,J,nl 1 2 
n = 1 , 2 , • . etc·, 
(A. 58) 
(A.59) 
As condições de continuidade e de salto da derivada de 
9n em 8 1 sao expressas por, 
(A. 6 O) 
e 
(A. 61) 
A solução do problema (A.58)-(A.61) para 8 <8' e 8 > 8' 
e dada pelas equações, 
2 
9n = ,J,n (r') n!T cosh (Sn (8-a)) cosh(Sn8')/senh(Snal (A. 6 2) 
para 8 < 8' 
e, 
2 
9n = ,J,n (r') cosh(Sn(8 '-a)) cosh(Sn8)/senh(Snal (A. 6 3) nir 
para 8 > 8 , 
c) Problema do Tipo Misto 




(r' agl 1 a2g = 
ar - 7 a82 
1 
r 
ô (r - r' ) ô ( 8 - 8 ' ) 
g (a, 8lr', 8') = 
ag 
ar (b' 8 1 r' , 8 ' l = o 
(A. 64) 
(A. 6 5) 
A.13 
g (r, O [ r' , e ' ) = g (r, a [ r' , e ' ) = O (A. 66) 
A separaçao das variáveis do operador associado a (A.64) 
e as condições de contorno (A.65) e (A.66), conduz as seguintes 
sequências de auto-funções: 
e, 
-sao, 
Wn(r) = sen (Sn ln r/a) ; Sn = (2n-l) ~12 ln b/a 
[ [ Wn [ [ 2 
1 = ln (b/a) 
2 
; n = 1 , 2 , . . etc • 
1 1 <l>n 112 = a/2 n = 1, 2, •• etc. 
Aplicando o mesmo procedimento anterior, para a expa_n-
"' 
_g = :[ gn <l>n<el ; 
n=l 
1 
11 <l>n 11 2 
Jª g <l>n<e) de 
o 
chega-se as seguintes condições: 
d dgn an 2 
- -- (r _. -) + -- gn 
dr dr r 
1 
= [ [ <I> n [ [ 2 ó (r-r' ) <I> n ( e ' ) (A. 67) 
dgn 
= (b) = o 
dr 




<I> n ( e ' ) (A. 70) 





[ an - a ] (r/a) - (r/a) n 
n rr 
i para r < r' (A. 71) 
1 
q,n(8') [lr/b)ªn + (r/b)-ªn] [(r'/a)ªn - (r'/a)-ªn] 
n rr 
Para a expansao, 
00 
L gn 1/Jn (ri 
n=l 
i para r > r' 
1 
l l 1/Jn 11 2 
b 













Sn ln (b/a) 
. 2. 
ln (b/a) 
ó(e - e') 1/Jn(r') 
.2 
---- 1/Jn (r') 
ln (b/a) 
deste problema é, 
senh (Sn (a-e')) senh(Snel/senh(Snal 
para e < e' 
senh(Sn (a-e)) senh(Sn8 ')/senh(Snal 
para e > e , 
(A. 7 3) 
(A. 7 4) 





Agct"ut,a·ndb- os resultados da substituição dos ramos gn nas 
séries respectivas; resulta o que segue: 
a - Problema (A.25) - (A. 27) 
a.l - Expansão em e . 
' 
1 00 1 
g(r, e Ir,, e , l = I: rr n=l n 
[ (r '/b)-crn - (r' /b) ªn] 
• [ (r/a) ªn -
[(b/a)ªn (b/a)ªnJ 
- (r/a) -an] <l>n (e' l <l>n (e) parar< r' (A. 79) 
<l>n(e) = sen (anel 
a.2 - Expansão em r; 
2 





ªn = nrr/2 
senh(Bn6) 
senh(Bna/2) 
. senh(BnCcr - ~)) • 
i para 8 < 8' (A. 80) 
tn(r) = sen CBn ln r/a) Bn = nrr/ln (b/a) 
b - Problema (A.47)-(A.49) 
b. 1 - Expansão em r ; 
6 _2 + 8 , 2 









2 a ln(b/a) 
cosh ( Bn ( 8 -a) ) 
senh (Bna) 
8 1 a 
+ -- + 
ln (b/a) 3 ln (b/a) 
cosh(Bn8') wnCr') tnCr) (A. 81) 
para e< e• tnCr) = cos (Bn ln r/al; Bn = nrr/ln b/a 
c - Problema (A.64)-(A.66) 
c .1 - Expansão em G ; 
1 






an -an] [(r' /b) + (r'/n) .. 
[Cb/a)ªn + (b/a)-ªnJ 
; para r < r' (A.82) 
•n<e) = sen (anel 
c.2 - Expansão em r; 
2 00 1 senh ( Sn (a-8' )) 
g(r, e Ir', 8 1 ) = I: senh(Sn8) 
ln b/a n=l Sn senh(Sna) 
. 1/Jn(r') 1/Jn(r) ; para e< e' (A. 8 3) 
1/Jn(r) = sen (Sn ln r/a) ; Sn = (2n-l) ,r/2 ln (b/a) 
-A expansao de g para r > r' e e> e' em todos os 
três casos, são obtidas das equações respectivas, trocando r por 
r' e e por e' . 
A. 3 - Método Tnverso 
O método das funções de Green basicamente, nos fornece 
uma forma explícita para a solução dos problemas a valores de con 
torno, em função das condições de contorno e dos valores da função 
f em D. Tal método na transferência do calor é comumente deno 
minado de método direto. Contudo, em algumas circunstâncias, alg~ 
mas condições de contorno são desconhecidas; e o caso por exem-
plo, da condição de contorno expressa pela convecção na parede de 
A.17 
um sólido. 
Neste caso, as equaçoes (A.13), (A.18) e (A.23) , quando 
aplicadas ao contorno da região, nos permitem avaliar as condições 
de contorno em função das informações dadas pela função f e pela 
função de Green em D Tais equações são caracterizadas como e-
quações integrais e o método neste caso é, então, denominado de mé 
todo inverso. 
Em primeira instância nao e necessária uma função de 
Green completa para resolver tais problemas; basta a função de Gre 
en fundamental 3 5 A convergéncia do método, contudo, depende fun 
damentalmente da completividade da função de Green. Quanto mais 
completa for a função de Green, isto é, quanto mais condições de 
contorno essa função satisfizer, maior será a convergéncia do mét~ 
do inverso 3S Uma das vantagens do método, é que este permite o 
cálculo da função desconhecida, em sub-regiões da região consider~ 
da, desde que informações adicionais sobre o comportamento da fun 
çao naquela sub-região sejam oferecidas. Uma outra vantagem, dian 
te das dificuldades de cálculo da função de Green completa para u-
ma região de geometria irregular, é que o método é aplicável para 
regiões de geometria irregular. De um modo geral, uma vez conhe 
cida a função de Green fundamental ou incompleta, existe menos di 
ficuldade em resolver-se o problema a valores de contorno pelo me 
todo inverso do que pelo método direto 35 
B.l 
A P t N D I C E B 
TRANSFERtNCIA DE CALOR EM DUTOS DE 
SECÇÃO MULTIPLAMENTE CONEXA 
B. l - Formulação do Problema: de Tra:nsfer·ê·ncia de Calor Laminar 
Será aqui abordado o problema de transferência de calor 
no caso de um duto cilíndrico de secção transversal D, onde o con 
torno de D é constituído de N+l contornos, isto é, o contorno rela 
tiva ao duto externo aDa e os contornos relativos aos dutos en 





As condições de contorno serao do tipo misto, isto é,fl~ 
xo térmico ou temperatura, prescritos separadamente em cada con-
torno aDk; k = O, 1, 2, ... N. 






* * * T· (s· ) ds· J J J ; s·* J 
Do mesmo modo, define-se o fluxo térmico médio em 




onde nj é a normal exterior a ao em aDj e k e a condutibi-
lidade térmica do fluido. 
O coeficiente médio de transferência de calor por convec 
-çao em aoj e definido por, 
= (B. 3) 











f T* u* dA* 
D 
* e Um 
média definida pela equaçao, 
1 l u* dA* = ; 
A* D 
sendo u* o campo de velocidade em D. 
(B. 4) 
(B. 5) 
O problema da transferência de calor para o escoamento 
laminar de um fluido newtoniano incompressível com propriedades ff 
sicas constantes, num duto cilíndrico, com a geometria da figura 
(B.l), é caracterizado pelo seguinte problema a valores de contor 
no: 
div v* = O 
[
av* 
p --- + (grad 
at 
B.3 
(equação da Continuidade) 
* 1 * 2 * y) = - grad p + µ ~ y 




-- + v* 
at 
. grad T*) -
µ 
k 
cp * - 1 * -Q 
k g 
(equação da Energia) ; 
v* 
- laok 






- k = * q, (Fluxo Prescrito) 
J 
para j t, k 
onde, 
cp * = função dissipação viscosa 
ag* = geração de calor no fluido 
p = massa específica do fluido 
Cp = calor específico do fluido a pressao constante, 









B.2 - Perfis de Velocidade e de Temperatura Plenamente Desenvolvi-
dos. 
No escoamento estacionário, quando um fluido entra num 
duto cilíndrico, com velocidade uniforme v 0 * e temperatura uni-
forme T 0 * , existem condições segundo as quais, tanto o perfil de 
velocidade quanto o perfil de temperatura tendem assintoticamente, 
a se tornarem invariantes com x* . Essa invariância é comprovada 
teórica e experimentalmente em dutos de secçao arbitrária no caso 
particular de o fluxo térmico médio não variar com 
Para números de Reynolds moderados, na ausência de ger~ 
ção de calor, em pontos suficientemente afastados da região de en 
trada do duto, as equações (B.6)-(B.8) se reduzem as equaçoes se-



















e a velocidade do escoamento na direção longitudinal do 
Nessa região, u* e T* satisfazem as seguintes condi 
çoes de perfil plenamente desenvolvido: 
= o (B .14) 
para todo contorno j. = O , 1 , 2 , • • • N 
Adicionalmente tem-se a seguinte identidade: 
B.S 
J a T* - Tb* .l f 3T* ) ds* = ds* an · - * - Tb* Tj*-Tb* dD. Tj 3Dj an. J _J -J (B ,15) 
De (B. 2) , (B. 3) e (B .15), resulta, 
! T* * 1 a - Tb hj*/k = - -- ( ) ds* 
Sj* 3Dj an· T·* - Tb * -J J 
(B .16) 
Para perfil de temperatura plenamente desenvolvido, por 
(B J.4) e - * * (B .16) segue-se que hj /k e invariante com x . É interes 
sante examinar particularmente o caso em que cada qj* é constan-
te no sentido longitudinal. Em consequência, por (B.3) e pela con 
clusão anterior, vem, 
- * *' Tj - Tb =constante, para todo j (B.17) 
Da equaçao (B .14) resulta, 
(T*-Tb *) a - * * - * * - (Tj -Tb ).- (Tj -Tb ) 
ax* 
(B.18) 
Por (B.17) e (B.18) temos a igualdade, 
õT* 3Tb* dTb* 
= --*- = 
ax* ax dx* 
e novamente por (B .17) segue-se finalmente que, 
8T* dT·* dTb * J (B.19) = = 
ax* dx* dx* 
Por outro lado, integrando (B.U) em D e aplicando o teo 
rema da divergência ao primeiro membro dessa equação, por 





- * s·* qj J 
B.6 
= - J_ PCp 
D 
* u 
* dA* dTb 
dx* 








A secçao D do duto, pode ser parametrizada por coorde-
nadas cartezianas (y*, z*J. Define-se t* como uma medida linear 




com as condições de contorno, 
e, 
para k-,/ j 
pode ser adimensionalizado pelas seguintes variáveis: 
y = y*/t* z = z*/t* 
-u*/t* 2 
dp* 
/ u = \J dx* 
dTb * dp* 
T*/t* 4 / aµ onde a= k/pCP T = I dx* dx* 
(B. 21) 
(B. 2 2J 




O resultado da substituição destas variáveis em (B.21) 




-1 = qj ôn-
-J ôD · 
J 
( B. 28) 
TI 3Dk 
= Tk ; para k ,;. j (B. 29) 
onde, 
dTb * dp* 
q* 9, * 3 k/a.µ = q dx* dx* 
Repetindo as operaçoes que originaram (B.20) em (B.27)-
(B.29), chega-se a seguinte identidade adimensional: 
N 






/ Um = - Um 9, µ 
dx* 
A = A* / 9,* 2 
S· s· * / 9, * = J J 
A - (B.30 J equaçao e a equaçao de compatibilidade, a qual, 
os problemas de transferência de calor do tipo (B.21)-(B.23) devem 
satisfazer no regime plenamente desenvolvido, com a substituição 
das variáveis adimensionais (B.24)-(B.26). 
C.l 
APÊNDICE C 
PROBLEMA DO FLUXO PRESCRITO: 
CAMPO DE TEMPERATURA - TEMPERATURAS M11:DIAS 
C.l - Cálculo do Campo de Temperatura 
A função de Green modificada para o problema de Neumann, 
e a seguinte: 
"' 
g(r, 8lr', é')= g
0
(8, 8') + L g (8, 8')'l' (r)'l' (r') n n n (C .1) 
Com 
e 
g (8,8') = 
n 
n=l 
- 8'2/8 ln r. + 8 1 /ln r. o 1 1 
para 8 < 8 1 
g
0
(8,8') = (C. 2) 
- 8' 2/8 ln r. + 8/ln r. o 1 1 
para 8 > 8 1 
2 
cosh [Sn(8' - 8
0
/2)] cosh (S 8)/senh (S 8 /2) n n o 
n11 
para 8 < 8' 
(C. 3) 
cosh [S (8 - 8 /2)] cosh (S 8')/senh (S 8 /2) n o n n o 
2 
n11 
para 8 > 8' 
onde 'l' (r) = cos (S ln r/r.); n n 1 
O campo de velocidade e expresso pela equaçao: 
00 
u(r, 0) =L 
n=l 
C.2 
(A - B cosh (B 0)) ~ (r) n n n n 
A = 2(cos nTI - r. 2 )/(nTI(4 + B 2 )) n i o 
B = A - C ; e é definido no capítulo III. 
n n n n 
~ (r) = sen (B ln r/r.); B = nTI/ln r. ~n n 1 n i 
(C. 4) 
As integrais associadas ao campo de temperatura (vide ca 
pítulo IV) sao: 
0 12 





I2 = J ; (r, 0J1, 0' l d0' (C. 6) 
o 
r 
I3 = f ; (r, 01 r 1, 00/2) dr' 0 < 0' (C. 7) 
r . 
i 
1 0 12 




1 0 12 
Is = f f o g (r, 01 r', 0' l u (r', 0' l r' dr' d0' (C. 9) 
r. o 
i 
Cálculo de I 1 : 
0 ; 2 
f ~o 10 • 
o 
= f 0g 0 (0, 0') d0' + 
o (0 > 0' l 
0') d0 1 
0 12 f ;o (0, 0') d0' = 
0 (0 < 0 • l 
0 12 




= f g (0 0' l de' n , 
o 
(0 > 0' l 
= -2 ln r./(mr) 2 
1 
+ 
Por (C.5), (C.5.1) e (C.5.2) vem, 
I 1 = (0 2 + 0 2 /6)/(2 ln r.) - (2 ln r./w 2 ) 
O 1 1 
(C.5.1) 
0 / 2 




(0 < 0' l 
(C.5.2) 
'P (r)/n 2 
n 
Substituindo a expansao de Fourier acima, resulta, 
I 1 = (0 2 + 0 2 /6)/(2 ln r.) - ln r. [1/3 - ln (r/r.)/ln r. + 
O 1 1 1 1 
+ (ln (r/r.)/ln r.) 2 /2] 
1 1 
(C.10) 
Cálculo de I 2 : 
De modo semelhante ao que foi feito para I 1 , resulta, 
I 2 = (8 2 + e 2 /6)/(2 ln r.) - ln r. [1/3 - (ln (r/r.)/ln r.) 2] 
O 1 1 1 1 
Cálculo de I 3 : 
r f ; 0 (0, 0 0 /2) dr' = - (r a - ri) 0 0 / ( 4 ln ri) 
Seja 
r . 
1 (0 < 0') 
H = n dr'= {r [cos (8 ln r /r.) + a n a 1 
(C.11) 
C.4 
+ B sen (Bn ln r /r.)] - r.}/(1 + B 2 ) 
n a 1 1. n 
Portanto, 
I 3 = - (r - r. ) 0 / ( 4 ln r. ) + ( 2/TI) a 1. o 1. 
00 
H cosh (Se), (r)/senh (S 0 /2) n n n n o 
n=l 








0 /2 r 0 go(0, 0') r' dr' d0' + 
o 
1 
d0' ) ( / 'I' n (r' ) r' dr' ) 'I' ( r) n 
r. 
1 
= 2(cos nTI - r. 2 )/(4 + S 2 ) 
1 n 
De (C.5.1), (C.5.2), (C.8.2) e (C.8.1), resulta, 
I, = - (1 - r. 2 )(0 2 + 0 2 /6)/(4 ln r.) 2 + 
1 0 1 
00 
n=l 











-As integrais acima sao do tipo: 
1 




r dr= a (r. 2 - cos nrr)/(4 + a 2 ) 
n 1 n 
(C.9.1) 
(C.9.2) 
Hnk = f </ln (r) 
r. 




f ~o <0 , 0') cosh (B 0')d0' = 1 n nrr o 
senh (B 0 /2) - ln r. cosh (B
0
0)] n o 1 
0 




- 0 senh (B 0)] 
n 
0') cosh (B 0') d0' = 
n 
se n = k; 
(C. 9. 3) 
(C.9.4) 




Os fatores de (8 2 + e 2/6) na soma·das integrais calcula 
o 
das, podem ser somados resultando a constante, 
H = -=1-[ca. 





+Se+ À(l - r. 2 )/2 - c 1 
i 2 ln r. 
i 
(C.14) 
Por outro lado, a velocidade para duplo-tubo nao aletado 




A n ~n (r), 
cuja integração na secção transversal do duto conduz ao que segue: 





n2 A 2 = - u (1 - r. 2 ) /2 
n mo 1 
(C.15) 
onde u e a velocidade média para o duplo-tubo nao aletado. 
mo 
Adicionalmente, pela definição de c 1 resulta, 
s. r. + S + À(l - r. 2 )/2 = -c 1 u (1 - r. 2 )/2 - 2S (r - r.)/e 1 1 e 1 m 1 a a 1 o 
(C.16) 
Por (C.14), (C.15) e (C.16) vem, 
1 
H = ----
2 ln r. 
i 
[ci(l - r. 2 ) (u - u )/2 - 2S (r - r.)/e J 
1 mo m a a 1 o 
Somando as integrais (C.10) - (C.9.5) e associando·_ os 
termos semelhantes chega-se a uma equação do tipo: 
T (r, 8) 
onde, 
C.7 
=e+ H(e2 + e 2 /6) + s. r. ln r. [1/3 + ln (r/r.)/ln r. + 
O 1 1 l. 1 1 
+ (ln (r/r.)/ln r.) 2 /2] - se ln r. [1/3 - (ln (r/r.)/ 
1 1 l. 1 




A1n cosh (S 8)/cosh (Se /2) + n n o 
+ A40 8 senh (S 8)/cosh (S e /2) + n n o 
cosh (S 8)/cosh (Se /2)], (r) + 
n n o n 
+ t f:, 
n=l k=l 
k#n 
[Q k + P k cosh (S 8)/cosh (Se /2) + n n n . n o 
+ Snk cosh (Sk8)/senh (Sk8
0
/2)] ,k(r) 
= C1 A (A - C )/2; 
n n n 
= - A [c 1 (r. 2 - 1)/(2(1 + S 2 )) + 2À ln r.]/nn n 1 n 1 
= 2S {r. - r [cos (S ln (r /r.)) + a 1 a n a 1. 
+ S sen (S ln (r /r. »] }/(nn (1 + S 2)); 
n n a 1 n 
= C 1 (1 - r. 2 )(A - C )/(4 ln r.(l + r. 2 ) 1 n n 1 1 
= - A4 [(e /2) cotgh (Se /2) + ln r./(nn)]; n o n o 1. 
= (2 ln r./n) H k 
1 n 
(C. 1 7) 
e 
C.8 
= c1 (A - e) A k/(n(k2 - n2JJ n n n 
= - P k(n/k) tgh (Se /2) n n o 
C.2 - Temperatura Média na Parede Aletada 
ou 
Por definição, 
Tf = _! f T ds 
8 ªan 
a Sa= r. 0 /2 + r - r. 
1 o a 1 
r 
a 
+ J T (r, 
r. 
l 




Efetuando as integrações indicadas acima com base na 
equaçao (C.17) resulta o que segue: 
Tf = { H ( 0 /2) 2 (r. 0 /2 · + 5 (r - r.) /3) + F. [ ( 0 r. /2 + 
o 1 o · a 1 1 o 1 
+ r - r.)/3 + (r F - r + r.)/ln r. + (2(r - r.) + a 1 a a 1 1 a 1 
+ r F(F - 2))/(2(ln r.) 21] + F [(e r./2 + r - r.)/3 + a 1 e o 1 a 1 
+ T 
m 
onde T é a temperatura média, 
m 
F. = - S. r. ln r. ; Fe = Be ln r,/2; 
1 1 1 1 ~ 
F = ln r /r.; 
a 1 
F1 = r= 
n=l 
+ r. T /S ) 
1 n n 
(C.20) 
C.9 
F2 = t {A2 (e r./2 - n A3 /a)+ A3 [r./S - n A3 /(a T )] + n o 1 n n 1 n n n 
onde, 
n=l 
a= 2S /rr 
a 
e 
T = tgh (Se /2) e, 
n n o 
F3 = 't t Q k(r. e /2 - k A3 /a)+ P k(r.T /S -n 1 o n n 1 n n n=l k=l 
k/n 
- k A3k/a) + Snk[ri/Sk - k A3k/(a Tn)] 
C.3 - Temperatura Média de Mistura 
onde 
Por definição, 
e 'l 2 1 
Tb = ~-1- f O f T(r, 0) u(r, 0) r dr de 
u A O m r. 
i 
A= (1 - r. 2 ) e /4 
i o 
(C.21) 
Uma estimativa de Tb e obtida pela desigualdade abai-
xo: 
min T(D) j u/um dA/A s: f T 
D D 
Por (C.21), 
u/u dA/A s: 
m 
min T(D) s Tb s max T(D) 





onde D e a região do semi-setor em consideração. 
Substituindo as equações (C.4) e (C.17) em (C.21) e efe 








s - ~ 
n n=l 
+ 2/8 2 ) T - 8 /8 ] S /8 } n n o n n n 
(A 
n 







(r. 2 - cos n,r)/(4 + 8 2 ) = -n 2 1r 2 A /(2 ln r.); 
1 n n 1 
:f 
n=l 
(A 8 /2 - (A n o n - C ) T / 8 ) (F . C l + F n n n 1 n e 
1 ln r/r. 
=J ~ (r) [1/3 1 n ln r. r . 
1 
1 
= S /3 + n ln r. (4 + 8 2 ) 
1 n 
ln r/r. 1 ( i)2]r dr + - = 
2 ln r. 
1 




8 2 - 12 
(-n---) -
2 ln r. cos n1r 
+ 
2(1n r.) 2 (4 
1 
[n1r A 
+ 8 2) 
n 
+ cos n 1r (ln r. ) ] ; 
1 
1 
8 2 - 4 n 
c2n = f ~n (r) [1/3 + ln r/r. ( 1 ) 2 ] r dr = 
ln r. r. 1 
1 
1 + 
4 + 8 2 n 
C.11 
sn S 2 - 12 
= S /3 - -----=----
n 2(ln r.) 2 (4 + 
[ Il7f 
s 2) 
A ( n ) + 
n S 2 + 4 
1 n 
8 cos n1r ln r. 
+ ------~1 + cos n1r(ln r.) 2] 
4 + s 2 1 
n 






l [T /S + 0 (1 - T 2 ) /2] 
n n o n 
2 






l S · [ ( 0 /2) (1 + T 2 ) - T /S ] 
4 n o n n n 
n = k 
n e/ k 
; n = k 
(C.27) 
C.12 
n f- k 
l [1/ S + ( e /2) ( 1 - T 2 ) /T ] 
n o n n n = k 
2 
e finalmente, 





e /2 + P k T /S + o n n n . 
k/n 
(C.29) 
C.4 - Temperatura.Média 
Por definição, Tm e tal que, 
e /2 1 f O f T (r, e) r dr de = O (C.30) 
O r. 
1 
Desta forma, a constante C, a equaçao (C.17) é a pro-
pria temperatura média adimensional. Efetuando os cálculos indica 
dos em (C.30) resulta, 
T = [M 1 + M2 - F. e ((1 - r. 2 ) (1/3 - 1/(2 ln r.) + 1/(2(1n r.) 2 ) m 1 o 1 1 1 
+ 1/(2 ln r.) -1/2)/4 - F e ((1 - r.2)(1/3 - 1/(2(ln r.)2) 
1 eo 1 1 
- 1/ln r. - 1)/4 - (1 - r. 2 ) H (e /2) 3/2]/A, onde 
1 1 O 
~ 
M1 = - ((1 - r. 2 )/2) 
1 L 
n=l 
A1 T /S + n n n ~ 
n=l 




+ (A3 + A4 (8 /2 - T /S) + As T /S) n~ A], e n n o n n n n n - n 
M2 = - r, 'Z, 
k=l n=l 
k#n 
(Qk e ;2 + Pk T /s + sk /Skl ~ k Ak n o n n n n 
(C.32) 
(C.33) 
